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Vorwort. 



Das vorliegende Heft (zu beziehen durch den Verfasser unter 
Adr. Prag, Clementinum, oder die Buchhandlungen) ist zunächst 
für Anfänger in der Differential- und Integralrechnung bestimmt, für 
die es ein Leitfaden sein soll, an dem sie für gegebene Fälle die 
^allgemeinen Sätze verwerten und die Untersuchungen im Zusammen- 
hang durchführen lernen. 

Insofern glaubt der Verfasser einem Bedürfnis entgegenzukommen, 

^da die wissenschaftlichen Werke in dieser Hinsicht meist nur An- 

<£> deutungen bieten, die für den Anfänger bei der Durchführung allge- 

^ meiner Probleme für specielle Fälle unzureichend sind und anscheinend 

ohne Zusammenhang auseinanderliegen. 

Die engeren und weiteren Collegen des Verfassers, die sich 
Schüler des Professor Dr. Duröge nennen können, wird der Gang 
der Untersuchungen an dessen Methode erinnern, der als academischer 
Lehrer immer bestrebt ist, die allgemeinen Sätze der Wissenschaft 
an wirklich ausgeführten speciellen Beispielen klar zu machen. 

Dass das Heftchen bei Lernenden und Lesenden freundliche 
Aufnahme finde, wünscht 

Der Verfasser. 

August 1888. 
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Die Spiralen sind nach der Form der Gleichung, durch die sie 
dargestellt werden, als Curven höherer Ordnung unter die 
transcendenten Curven einzureihen. Die allgemeine Glei- 
chung einer Klasse von Spiralen in Polarcoordinaten lautet: 

r = a <p n 

Die Parameter a und n der Gleichung bestimmen die ein- 
zelnen Spiralen. Es ist ohne weiters ersichtlich, dass die Gestalt 
der Curve lediglich von der Potenzgrösse<p n abhängt, während der 
constante Factor a nur die Grössenverhältnisse bestimmt. 

Der Exponent n, der also mit seinen speciellen Werten die 
Spiralen specialisirt, kann nun eine positive oder eine negative 
Grösse sein; darnach wird bei den einzelnen Spiralen der Radius- 
vector r stets einer Potenz von <p, der Drehungsgrösse, gerade oder 
verkehrt proportional sein, d. h.,* et wird mit der Drehung 
in der Richtung der wachsenden Winkel wachsen oder abnehmen. 
Die Windungen der Spiralen werden dann, in diesem Sinne ge- 
nommen, weiter oder enger; die Spiralen selbst sind, wenn man 
die Windung von innen nach aussen verfolgt, darnach links ge- 
wundene oder rechts gewundene. 

Während <p von Null bis Unendlich wächst, durchläuft der Ra- 
diusvector r die Werte von bis oo, wenn n positiv; dagegen von 
oo bis 0, wenn n negativ. Es werden daher im Allgemeinen die 
links gewundenen Spiralen in einem Punkte, im Pole 0, be- 
ginnen und nach aussen in unendlich vielen Windungen in's Un- 
endliche sich erstrecken, während die rechtsgewundenen 
in unendlicher Nähe eines Punktes, des Poles 0, beginnen, 
also unendlich viele Windungen nach innen und nach aussen haben. 

Für den speciellen Wert von n= ergibt sich die specielle 
Spirale, deren Gleichung 

r = a, 
d. h. ein Kreis vom Radius a. 

Unter den endlichen Werten von n nehmen wir zwei heraus 
und wollen die dadurch bestimmten Spiralen eingehend betrachten. 

Für's erste sei der Exponent n gleich der positiven Ein- 
heit. Die Curve, die durch diese Gleichung dargestellt wird, ist die 
archimedische Spirale. Ist der Exponent n gleich der nega- 
tiven Einheit, so ist die Curve, die der Gleichung entspricht, die 
hyperbolische Spirale. 
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Archimedische Spirale.' 

Ihre Gleichung ist nach dem obigen 



r = a<p (1) 

1) Discussion der Gleichung. Dieselbe sagt, dass der 
Radiusvector irgend eines Punktes der Curve immer proportional ist 
dem Winkel, um den er aus der Achse herausgedreht ist. 

Der Punkt, der in allen Lagen in der Ebene in Bezug auf einen 
festen Punkt, den Pol 0, und eine feste Gerade, die Achse x, dieser 
Bedingung entspricht, rückt demnach im Radiusvector in demselben 
Verhältnis immer weiter hinaus, wie sich dieser von der Achse aus 
um den Anfangspunkt herumdreht. 

Die Spirale beginnt demnach im Punkte und verläuft, 
da die Drehung, mithin <p und damit auch r, unendlich gross werden 
kann, in unendlich vielen Windungen nach aussen hin in's 
Unendliche. 

2) Die Drehung kann von der Achse aus nach zwei Rich- 
tungen hin erfolgen, d. h. <p kann positiv und negativ sein. 

Ist <p positiv, die Drehung also im Sinne der wachsenden 
Winkel, so werden die Windungen in diesem Sinne weiter, die Spirale 
ist dann (nach aussen hin) eine linksgewundene. 

Ist <p negativ, die Drehung also im Sinne des Uhrzeigers, so 
werden auch die Windungen nach dieser Richtung hin weiter, die 
Spirale ist eine rechtsgewundene. Sie ist der ersten voll- 
kommen symmetrisch in Bezug auf die Polarachse. 2 ) 

Im weiteren betrachteil wir nur die linksgewundene Spirale. 

3) Die Constante a der Gleichung können wir ansehen als den 
Radius eines Kreises; die rechte Seite der Gleichung stellt die Länge 



*) Sie verdankt ihren Namen Archimedes, obgleich nicht er, gondern Conon 
sie erdacht. Jedoch hat ersterer ihre Eigenschaften erforscht, s. Klügers „Mathe- 
matisches Wörterbuch/ 1 

2 ) Betrachten wir die Gleichung als solche, so finden wir , dass sie 
in der ersten Form auch besteht, wenn <p negativ und ebenso auch r negativ 
genommen wird. Geometrisch heisst dies, dass der Radiusvector jedesmal auf 
dem über zurückverlängerten Schenkel des negativen Winkels aufzutragen ist. 
In diesem Falle entstünde eine rechtsgewundene Spirale, die der ersten 
(linksgewundenen) symmetrisch wäre in Bezug auf eine im Punkte zur 
Polarachse Senkrechte. 

Die zweite Form der Gleichung bliebe bestehn, wenn <p positiv, dagegen 
r negativ genommen würde. Diesem Falle würde dann eine linksgewun- 
dene Spirale entsprechen, die der ersten (linksgewundenen) vollkommen eon- 
g r u e n t , jedoch gegen dieselbe u m 180° gedreht ist; oder der zweiten 
(rechtsgewundenen) symmetrisch ist in Bezug auf eine im Punkte zur 
Achse Senkrechte. 

Betrachtet man in diesen Fällen die zwei Aeste als zusammengehörig, so er- 
gibt sich der Ursprung 

1) wenn r pos., <p pos. und neg., als Rückkehrpunkt; 

2) wenn r pos., <p pos. und r neg. 99 neg. , als Punkt der grössten Krümmung; 

3) wenn r pos. und neg., <p pos., als Wendepunkt. 
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eines Bogens dieses Kreises dar, der dem Centriwinkel q? entspricht. 
Die Gleichung selbst sagt dann, der Kadiusvector eines Punktes ist 
immer gleich der Länge eines Kreisbogens, welcher dem Polarwinkel 
als Centriwinkel und einem Radius a zugehört. 

Es erinnert dies in gewisser Art an die Kreisevolvente, deren Fig. 1. 
Normalen, welche zugleich Tangenten an den erzeugenden Kreis sind, 
was die Länge derselben zwischen dem Punkte m (Fig. 1) der Evol- 
vente und dem der Evolute, n, anbelangt, immer gleich sind dem 
abgewickelten Bogen n A, der mit seinem angenommenen Endpunkte 
die Evolvente beschreibt. Nun sind die Normalen des Kreises, d. h. 
die Radien nach den betreffenden Punkten n parallel den Tangenten 
an die Evolvente in den entsprechenden Punkten m, daher die von 
O aus auf die Tangenten gefällten Senkrechten O p = n m oder immer 
gleich dem jeweilig abgewickelten Bogen. Die Fusspunkte der vom 
Mittelpunkte des Kreises auf die Tangenten der Kreisevolvente ge- 
zogenen Senkrechten erfüllen eine Curve, die durch die Gleichung 
r = a q> dargestellt ist, d. h. eine archimedische Spirale. 



Construction. 

4) Um eine archimedische Spirale zu construiren, hat 
man eine Folge von Punkten zu bestimmen, die immer einem ge- 
wissen Wert von <p und dem dazu berechneten Wert von r entsprechen. 

Ist <p in Graden gegeben, so lautet die Formel für die Berechnung von r 

r = a n — - 
180° 

Der Kreis vom Radius a enthält in seiner Peripherie von einem 
Punkte ausgehend alle Radienvectoren der Spirale. Man könnte demnach 
in dem Kreise beliebige Radien ziehen und auf diese die Länge jenes 
Bogens auftragen, den sie auf der Peripherie abschneiden, immer ge- 
rechnet vom Durchschnitte der Achse mit der Peripherie, wo <p und der 
Bogen, mithin auch r gleich Null sind. 

5) Man wird am einfachsten nur einen, einem Werte <p ent- 
sprechenden, Wert von r berechnen und diesen dann mit dem Werte 
von <p vervielfachen, da r mit <p in arithmetischer Progression wächst, 
denn 

ist (p = <pi, so ist r = a cp\ = n, 

ist cp = 2 <p\> so ist r = 2 a<pt = 2 n. 

Da die Constante a als Proportionalitätsfactor nur die 
Grössenverhältnisse der Curve bestimmt, so kann sie zum 
Zwecke der Construction gleich der Einheit gesetzt und diese 
beliebig angenommen werden. 

Man hat demnach folgende Tabelle: 

Jt Jt 

<p = — r = — — 0*5236 

^6 6 
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2— r =10472 



w = n — r * n . 0*5236 

6 

nach der man je nach dem verwendeten Massstab die Werte von r aufträgt 

Dif f erentialgleichun gen. 

6) Die zweimalige Differentiation der Curvengleichung 
gibt die beiden ersten Differentialquotienten: 

dl * a (2) 



dg? 
d 2 r 



= o (3) 



d<p 2 

Fig. 2. Der erste gibt uns Aufschluss über die Tangente in jedem 
Punkte der Curve. Nach der allgemeinen Formel 

1 dr 

cotg y = — -=— 

r a<p 

ist nämlich im vorliegenden Fall 

cotg y = — (4) 

d. h. mit dem Wachsen von <p nimmt die Cotangente des Winkels 
y, den der Radiusvector eines Punktes m der Curve und die Tangente 
in diesem Punkte bilden, ab, Winkel y selbst nimmt zu. Wäh- 
rend also der Curvenpunkt im Radiusvector immer weiter hinausrückt, 
dreht sich die Tangente vom Radiusvector aus um den Curvenpunkt 
in der Richtung der wachsenden Winkel. 

Die beiden äussersten Werte von <p, nämlich <p = und cp = oo, 
geben die äussersten Werte von cotg y , nämlich cotg y = oo und 
cotg y = 0. 

Der Winkel y durchläuft demnach die Werte von 0° 
bis 90°. Die Tangente fällt daher im Punkte 0, für den <p = 0, 
mit dem Radiusvector oder der Achse Ox zusammen; bildet im 
weiteren Verlauf der Curve einen spitzenWinkel mit dem Radius- 
vector, bis sie im unendlich fernen Punkte, für den ^ = oo, auf 
ihm senkrecht steht 3 ) 

7) Als Ausdruck für das Bogendifferential, der allgemein 



d s = V d r 2 -f r 2 d <p 2 
lautet, ergibt sich 



ds = aVl+<p 2 d<p (5) 



3 ) In der Gleichung (4) ist die Constante a schon verschwunden. Der Ausdruck 
hat eben nur auf die Gestalt der Curve Bezug. 
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Berührungsgrössen. 

8) Unter Anwendung der allgemeinen Formeln für die Berührungs- m g . 2. 
grossen ergibt sich als Länge 

ds 



der Polartangente r -r— =■ a 93 V 1 -f- <p 2 

ds 



. . (6) 



der Polarnormale -5— = a V 1 4- w 2 

der Polarsubtangente r -p- = a <p 2 

der Polarsubnormale - 3 — =. a 

dg? 

Sie ergeben sich unmittelbar ans der Figur; in dem rechtwinkligen 

Dreiecke m t ist die Polartangente m t = — — = r sec y — rV 1 -f- tg 2 y 

c os y 

= a<pyr+<p 2 

die Polarsubtangente 0t = rtg}' = a<p 2 
In dem Dreiecke Omn ist 

die Polarnormale m n « ^— - Ä r y jq: cotg 2 ^ 

= aVl4-^ 2 
die Polarsubnormale n = r cotg y = a. 

9) Die Ausdrücke zeigen, dass im Allgemeinen die Be- 
rührungsgrössen mit dem Winkel <p wachsen. 

Nur die Polarsubnormale macht eine Ausnahme, indem diese 
für alle Punkte der Curve constant ist. Während also der Punkt 
m die Spirale durchläuft, beschreibt der Endpunkt n seiner Normalen 
einen Kreis, dessen Radius die Constante a ist. 4 ) 

Der Umstand, dass die Subnormale für alle Punkte constant 
ist, liefert eine einfache Construction der Tangente. Errichtet 
man in auf den Radiusvector des Punktes m der Curve eine Senk- 
rechte, schneidet darauf die Grösse a ab und verbindet den Endpunkt 
der Strecke mit dem Curvenpunkt, so erhält man die Normale. Die 
in m darauf Senkrechte ist die Tangente an die Spirale. 



4 ) Die Spirale schneidet diesen Kreis in dem Punkte, der einem Werte <p = 1 
entspricht, da dann r = a ist. Diesem Punkte gehört ein Polarwinkel von 

<P° = = 57° 17' 45" 

Soll der Radiusvector erst nach einer ganzen Umdrehung , d. h. wenn 9? = 2 n ge- 
worden, den Wert a erlangen, so ist die Gleichung der Curve in der Form zu 
schreiben: 

a<p 

2jt 
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10) Die übrigen Berührungsgrössen wachsen von ihren kleinsten 
Werten, die sie mit <p für den Punkt aufweisen, an bis in's Unend- 
liche. Für den Punkt sind die Tangente und Subtangente 
gleich Null, während die Normale, die in der Subnormale liegt, 
weil m und hier zusammenfallen, gleich a ist. 

Für den unendlich fernen Punkt werdeu alle drei 
Grössen unendlich. In ihm steht die Tangente senkrecht auf 
dem Radiusvector; dieser hat also dieselbe Richtung wie die Normale. 
Die beiden müssen daher im Endlichen parallel verlaufen, denn die 
Subnormale ist noch immer gleich a; müssen sich aber andererseits 
doch wieder schneiden, da beide durch denselben Curvenpunkt, den 
unendlich fernen, gehn. 

Krümmung. 

11) Die allgemeine Formel für den Krümmungsradius 

ld'r 



1 \ra<p/ ra<p 



liefert für den Krümmungsradius der archim. Spirale 

„_ o±^ (7) 



2 + 9> 
eise d 

(1+? 2 ) 



Um zu erkennen, in welcher Weise dieser von <p abhängt, schreiben 
wir den Bruch in der Form 



is'A 



+ 1 



1 + 9« 

Dieser Ausdruck zeigt, dass der Krümmungsradius unaufhör- 
lich wächst, wenn <p zunimmt. Dem kleinsten Wert von <p, 

a 
(p = 0, entspricht der kleinste von g, nämlich g = — ; demgrössten 

von y, q? = oo, der grösste von g, g = oo. 

12) Die Krümmung der Curve ist demnach am grössten im 
Punkte 0, wird von da immer geringer, bis sie im Unend- 
lichen ganz verschwindet. 

13) Führen wir in dem Ausdruck (7) r an Stelle von 99 ein, so 
ergibt sich der Ausdruck 

Q= 2a 2 + r r (7) 

der die Construction des Krümmungsradius für irgend einen 
Curvenpunkt ermöglicht. 
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Setzt man (a 2 -f- r 2 ) ' = u, so hat man zu constrniren den Ausdruck 

u 2 

^ a 2 -+-u 2 

Die Strecke n ist die Polarnormale; der Ausdruck a 2 -f n 2 = v 2 lässt sich 
als Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes, dessen Katheten a und 
u, constrniren. Es ist dann 

u 2 u 2 u 



e=-*- n = 



V V 



u z 
Setzt man ferner — =p, so lässt sich dies nach der Proportion v : u = 

v 
u:p bestimmen; schliesslich hat man 

u 

* v 

und Q mittels der Proportion v : u = p : Q zu constrniren. Es lässt sich 
dies in eine einfache Kegel zusammenfassen, nach der man durch Zeich- 
nung für einen Punkt der Curve das Krümmungscentrum ermitteln kann. 

Ueber der Polarnormale eines Punktes m der Spirale (Fig. 3) er- Kg 
richtet man ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel in n, 
dem Endpunkt der Normale, dessen Katheten die Normale und die Strecke 

a sind. Auf der Hypotenuse mp, deren Länge v = V2a 2 -j-r a ist, 
schneidet man von der Spitze m aus die Länge mq = u ab, zieht 
q s || n p. Auf der Hypotenuse schneidet man wieder das Stück m r 
= m s ab und zieht endlich r C || n p; die Strecke m C ist der Krüm- 
mungsradius und C das Krümmungscentrum. Denn es ist 

m C : m S = u : v 
ferner m S : u = u : v 



3 /2 



,11. n u ( a + **) 

daher mC = -r= J , 2 — = q 

v 2 2 a 2 -+- u 2 * 

13) Auf diese Weise könnte man durch Construction eine 
Folge von Punkten bestimmen, die die Krümmungsmittelpunkte zu 
aufeinanderfolgenden Curvenpunkten sind. Jene werden daher die 
Evolute der archim. Spirale erfüllen. 

Es ist schon ohne weiteres ersichtlich, dass, da der Krümmungs- 
radius immer kleiner ist, als die Polarnormale 5 ), der Endpunkt dieser 
aber die Peripherie des Kreises vom Radius a nicht durchbricht, die 
Evolute innerhalb des Kreises verlaufen muss, der Peripherie 
sich unendlich nähernd, in die sie eintritt, wenn Normale und Krüm- 
mungshalbmesser unendlich geworden, wenn also der Curvenpunkt im 
Unendlichen angelangt. 



5 ) Die Differenz der beiden Grössen N=aVl-f-^ 2 undö = aVl+^ 2 

l-fy a , 1 

; ist N — Q = a V 1 4- <p 2 ; , also immer positiv, daher N > Q. Für <p 

2-f-qp" 2 -4-9? 

= 00 wird diese Differenz N — Q = 0, mithin N = Q 
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Der Kreis ist also eine Asymptote der Evolute. 

14) Um die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
durch die des entsprechenden Curvenpunktes auszudrücken, gehen wir 
von den allgemeinen Formeln für die rechtwinkligen Coordinaten des 
Krümmungsmittelpunktes aus, nämlich 

1+P 2 

q 

, i + P 2 

in denen wir 

x = r cos <p und y = r sin <p 

zu setzen haben. Ebenso sind dann p und q, der 1. und 2, Dif- 
ferentialquotient von y nach x, durch r und <p auszudrücken. 

Es ist zunächst 
dy — dr sin q? 4- r cos q> d <p und d x = dr cos <p — r sin 9? &q>. Nun ist 
aber nicht x, sondern <p die unabhängig Veränderliche, daher der 2. 
Differentialquotient 

dxd 2 y — dyd 2 x 

dx 3 
Man hat 

d 2 y = d 2 r sin qp 4- 2 cos q> d r d 9? — r sin q> d <p 
d 2 x = d 2 r cos q? — 2 sin q? d r d <p — r cos 9? d <p 



Es ist mithin 



P^^- 



dr 

— sin <p 4- r cos q> 
dy dq? 



dx d r 

— cos q? — r sin q? 
dq> 

/d r\ _ d 2 r 

— V dyv dy 3 

q ~7 dr • ^7 

I — cos q? — r sin qp I * 
\d<p / 

Setzt man in diese allgemeinen Ausdrücke die Werte für r und die 
beiden Derivirten, so ergibt sich 



sin <p -\~ q> C08 q? 2 -f- q> 

p = ; — — und q 



ferner wird 



COS q? — q) sin q? a (COS q>—q? sin q>) 

1 -h p 2 1 + q> 2 



q 2 + <p 2 

1 4- p 2 1 4- q> 



(COS q> — q> sin qp) 



a —■ — (sin q? + <p cos q?) 

q 2 + 9?- 

Mit diesen Substitutionen ergeben sich nun die Ausdrücke für 
die rechtwinkligen Coordinaten des Krümmungsmittel- 
punktes, ausgedrückt durch die Polarcoordinaten des entsprechenden 
Curvenpunktes, und zwar: 
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9? cos <p — sin <p (1 -\- (p 2 ) 1 

2 + 7* 
<p sin <p -f- cos (p (1 + 9> 2 ) 



(8) 



0) 



2+V 
Setzt man wieder 

I = r' cos y> und «j = r' sin y> 

so sind durch die Gleichungen 

r cos v = a ycosy-sin^ HV) 

r' sin «,-/ Sin * + cos P (1 + ?') 
r am v - a 2 + ^ 

die Polarcoordinaten des Krummungsmittelpunktes mit 
jenen des Curvenpunktes in Beziehung gebracht. 
Aus den Gleichungen (9) ergibt sich schliesslich 

r . = aM± iW (10) 

T 9? cos 9? — sm 99(1 + 9?) 

15) Betrachtet man r' und y> mit 99 veränderlich, so stellen diese 
Gleichungen den geometrischen Ort der Krümmungs- 
mittelpunkte dar. 

Wäre es möglich, aus diesen Gleichungen r als Function von r' 
und <p als solche von y zu bestimmen, so hätte man die beiden dann 
nur in die Beziehung zu bringen, in der sie nach der Curvengleichung 
stehen, um so eine Gleichung zwischen r' und xp allein zu erhalten, 
die die Gleichung der Evolute wäre. Nun rauss man sich jedoch 
hier mit weniger bentigen. 

Der Ausdruck (11) lässt sich schreiben 

_ y tg g ? + 1 -f g? 2 

<p — tg<p(l + <p 2 ) 
woraus sich ergibt 

y l + tg<ptgy> 

7— ;= ~ " = «otg (v ~ <P) (12) 

1 + W tgyf — tg <p 

Durch Differentiation des Ausdruckes (10) nach 9? erhält man 

d r' 4 + <p 2 

— = aqp 

Der Quotient ist für jedes positive <p positiv; es wächst daher mit q? auch r'. 
Dem kleinsten Werte von <p, q> = entspricht der kleinste Wert von r\ 

2 

dem grössten Werte von 9?, <p = oo entspricht der grösste von r 

r' = a 
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Das letztere ergibt sich ans (10), wenn man schreibt 



fo »+(l + y*)y J = 
\ (2 + <pV / 






: OO 



Der Kadiusvector der Evolute durchläuft demnach die Werte von 
a 

— bis a; die Evolute durchbricht also nirgend den Kreis, wie wir schon 
z 
oben geschlossen haben. 

Mit Rücksicht auf (12) erhält man für <p = 
cotg {\p — <p) = 
daher ^ — <p = 90° oder xp = 90° 

a 
Die Evolute beginnt daher in einem Punkte, dessen Coordinaten r = — 

und y> = 9QP sind. 

Für q> = oo ergibt sich 

cotg (y — <p) = 0, 
daher y> — y = 90^ und \p = oo 

9? = oo 

d. h. wenn die Spirale in's Unendliche gelangt ist, hat auch die Evolute 
unendlich viele Windungen gemacht. Dem Krümmungsmittelpunkt des 
unendlich fernen Punktes gehören die Coordinaten r' = a, %p = oo an. 

Die Differenz der beiden Winkel, \p — <p, die wir gleich a setzen, 
und die der Winkel zwischen den Radien vectoren des Curvenpunktes und 
des entsprechenden Punktes der Evolute ist, beträgt also für den Anfangs- 
und für den Endpunkt (unendlich fern) 90°. Während des Verlaufes der 
Curve ist dieser Winkel jedoch keineswegs constant, wie folgende Unter- 
suchung zeigt. 

Bilden wir 

d cotg a 1 — qr 

ö> = (2 + ep 2 ) 2 

dies wird Null für <p = 1. Der 2. Differentialquotient 

d 2 cotg a 3 — <p 2 

— 2<P 



d^ 2 -(l + 9? 2)3 

wird für jenen Wert von <p negativ, mithin cotg a ein Maximum und 
a selbst ein Minimum. Es ist für 9? = 1 aus (12) 

(cotga) =— , a . =63° 26' 14" 
x ^ max 2 min 

Die beiden Radienvectoren r und r f beginnen ihre Drehung mit einem 
Intervall von 90°, r' vor r, kommen dann einander immer näher bis auf 
das kleinste Intervall von 63° 26' 14", wenn <p = 57° 17' 45" geworden. 
Hierauf entfernt sich r' wieder von r, indem %p rascher wächst als <p, bis 
sie wieder senkrecht aufeinander stehen, wenn y und <p unendlich geworden. 

Die Evolute beginnt in einem Punkte r' = — , yj = 90°, nähert 

sich der Peripherie des Kreises vom Radius a asymptotisch in un- 
endlich vielen Windungen und tritt erst in jene ein, sobald die Evol- 
vente im Unendlichen angelangt ist. 
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Rectification. 

16) Der Ausdruck (5) für das Bogendifferential ergibt für die 
Bogenlänge 

gerechnet vom Punkte aus, wo gleichzeitig r, y und s Null sind. 

Zum Zwecke partieller Integration setzen wir Vi + q> 2 = u und d <p 

<p d <p 
= d v, dann ist d u = . und v = <p. 

yi + <p* 

Nach der allgemeinen Formel 

/udv = u v— /vdu 
hat man 

Wenn man schreibt 

(p 2 d <p 1 + <p 2 — 1 d <p 

d<p = V l + <p* &<p- 



n+V 2 u + <p 2 vnv 

und dies einsetzt, so ergibt sich 

* /yr+~^ d^- <p ir+v* + Iff^ 7 

- <p yrr? + iog & + yr+rt 

Die Integration liefert nun als Ausdruck für die Länge 
des Bogens 

s = Y{^VT+? ä + log(^ + VHV)} • • • (13) 



Quadratur. 

17) Der allgemeine Ausdruck für das Flächenstück zwi- 
schen zwei unendlich nahen Radien der Curve 

äS = ±-r 2 &(p 

gibt für die Fläche eines Sectors zwischen zwei Radien r und n, 
die den Winkeln y und <p\ entsprechen, den Ausdruck 

S = y/ ^d^-J-a"^»-?»). . . . (14) 
oder durch r ausgedrückt 

S = i-(r,V-rV) (15) 
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Fig. 4. Wird der Sector (Fig. 4) von aus gerechnet, wo r = und 
cp = 0, bis zu einem Punkte n <pi, so lautet der Ausdruck 

Si=4-aV*=- J-r 2 <pi (16a) 

O 

ebenso für einen Sector von aus bis zu einem Punkte r, <p 

& = i-aV-yrV (16b) 

Es ergibt sich demnach ein spiralischer Sector zwischen zwei Radien 
r und n als Differenz zweier Sectoren zwischen den Eadien und n 
und den Eadien und r; es ist 

S = Si— So (17) 

17) Die zweite Form des Ausdrucks in (16) legt es nahe, den 
spiralischen Sector auf einen Kreissector zurückzuführen; 
ein Kreissector über dem Winkel y mit dem Radius r ist nämlich 

mithin 

So=-|^o (18a) 

ö 

d. h. ein spiralischer Sector, den der Radiusvector bei der Drehung 
von bis <p° beschreibt, ist gleich dem 3. Theil der Fläche desjenigen 
Kreissectors, der mit dem äussersten Radius des spiralischen über 
demselben Centriwinkel beschrieben wird. 

Andererseits lässt sich die Sector f lache So zurückführen auf 
die Fläche eines Dreieckes. Es ist nämlich, dar 9? = vtgy =Ot 

So = J_röt = 4- A Omt (18b) 

o o 

d. h. ein spiralischer Sector, der dem Curvenstück von bis m zu- 
gehört, ist gleich dem 3. Theil des Dreieckes, das der Radiusvector, 
die Subtangente und Tangente des Curvenpunktes m einschliessen. 

Ebenso lässt sich der spiralische Sector S zwischen zwei 
Radien r und n zurückführen auf die Differenz zweier Kreis- 
sectoren mit den Radien n und r und den Centriwinkeln <pi und 9?; 
oder auf die Differenz zweier Dreiecke, die von der Tangente, 
Subtangente und dem Radiusvector jedes der beiden äussersten Curven- 
punkte gebildet werden. 

Es ist nämlich 

S(mOm) = -(2i-2o)=-(miOF--mOE) 
o 3 

= — mi m E F mi 
3 
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ferner 

S (m mt) = — (A mi ti — A m t) 

ö 

= — BDmiti 
3 

18) Soll allgemein ein spiralischer Sector zwischen den Radien 
r und n einem Kreissector vom Radius n gleich sein, so muss 

— ~ a 2 (wi* — <p B ) = — a 2 wi 2 (o 
6 2 

sein, oder der Centriwinkel co des Kreissectors muss der Bedingung 
genügen 

-*££ < 19 > 

Für den speciellen Fall, dass <p = 0, ergibt sich wie in (18a) 

qpi 

co = — 
3 

Soll ein spiralischer Sector zwischen den Radien r und n einem Fig. 5. 
Kreissector über demselben Winkel cpi — <p gleich sein, so muss 

ya 2 (<pi 3 — <p 3 )=— R 2 (<p, ~ <p), 

oder der Radius R des Kreissectors der Bedingung genügen 

R 2 = y(^ 2 + ^^ + ^ 2 ) = y(ri 2 + nr + r 2 ) . . (20) 

Für den speciellen Fall, dass r = 0, ist 

3 3 

d. h. der Radius des Kreissectors muss die mittlere geometrische Pro- 
portionale sein zwischen dem äussersten Radiusvector des spiralischen 
und dem 3. Teil desselben. 

19) Schliesslich liegt es noch nahe, einen spiralischen Sector 
zwischen r und n, als Bruchteil der Differenz zweier Kreissectoren 
von verschiedenen Radien und Winkeln zurückzuführen auf die 
Differenz zweier Kreissectoren von verschiedenen Radien, aber gleichen 
'Winkeln, d. h. auf einen Kreisringsector. 

Die beiden Kreissectoren sind 

£\=— v\ 2 q>\ und JSo = — r 2 y 

der zweite ist zu ersetzen durch einen ihm flächengleichen, dessen 
Winkel aber der des ersten, <pi, ist; sein Radius muss der Bedingung 
genügen 

a 2 = r 2 ^ = r 2 — (21) 

<pi n 

Dieser ist durch Construction leicht zu ermitteln. Setzt man 



2 
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= b, so ist b nach der Proportion n : r = r : b zu construiren, und ; 



n 

dann ergibt sich der Radius a = V b . r als mittlere geometrische 

Proportionale zwischen b und r. 



20) Zwei spiralische Sectoren S und Si, die sich von bis r 
und von bis n erstrecken, verhalten sich nach (16) wie die 3. Po- 
tenzen ihrer grössten Radien: 

S:8i= v *:^i* = r*:n» (22) 

Ist der Winkel des zweiten ein n-faches von dem des ersten, 
also cp\ = n (p, so ist auch n = n r und das Verhältnis ist 

S:Si = l:n 3 (23) 

Darnach wachsen die aufeinanderfolgenden Sectoren, die alle in 

beginnen und deren Winkel <p, 2<p, 3 <p, sind, im Verhältnis 

der Kubikzahlen der natürlichen Zahlenreihe: 

S : Si : S 2 . . . : S n = 1 : 8 : 27 : . . . : n 3 . . . (24) 

21) Zwei Sectoren zwischen je zwei Radien, r, n und r n — i , r n ver- 
halten sich wie die Differenzen der 3. Potenzen ihrer äussersten Radien 

S:S' =n 3 — r 3 :r n 3 — r n -i 3 (25) 

Sind die beiden Polarwinkel des zweiten beziehungsweise das 
n-fache vou denen des ersten, nämlich <p n -i = n<p und <p n = 11991, 
so ist die Bogen weite des zweiten <p n — (fu—i das n-fache der des 
ersten, n (<pi — <p), und die Sectoren stehen im Verhältnis 

S : S' = 1 : n 3 (26) 

Die aufeinanderfolgenden benachbarten Sectoren, die alle die 
Bogenweite <p haben, also zwischen den Radien und r, r und 2 r, 
2 r und 3 r . . . liegen, verhalten sich 

S : S' : S" : . . . : S< n > = 1 : 2 3 — l 3 : 3 3 — 2 3 : . . . : n 3 — (n— l) 3 

= 1:7: 19:...:8n(n-l)+l. . . (27) 

22) Ein Kreissector 2 über dem Winkel <p\ — <p eines spira- 
ralischen S mit dem grössern Radius n beschrieben, hat die Fläche 

2 = — n 2 (<p\ — (p )= — a l 2 </;i 2 (<pi — <p) 

daher das Verhältnis der beiden 

S : 2 = <pi 3 — <p 3 : 3 991 2 (q>i — q)) 

= <pi 2 + 9n<p + <p 2 :3<pi 2 (28) 

Ferner das Verhältnis zwischen dem spiralischen und einem mit 
dem kleineren Radius r beschriebenen Kreissector 2 

S : 2 = <pi* — <p* : 3 cp 2 (<pt — <p) 

= <pt 2 -\-(pi<p-\-(p 2 :3<p 2 (29) 
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Daher das Verhältnis der drei Sectoren über demselben Winkel 

27 : S : ST = 3 <pi 2 : <pi 2 + cpi <p + <p 2 : 3 <p 2 

= 3n 2 :ri 2 + rir + r 2 :3r 2 . . . (30) 

Ist <p = 0, so ist auch 2" = und es ergibt sich, wie in (18a) 

2":S = 3:1 
Ist <pi = 2q> f SO folgt 

2? : S : ST = 12 : 7 : 3 
Allgemein, wenn <pt = n <p 

I 1 : S : ST = 3 n 2 : n (n + 1 ) + 1 : 3 



23) Die Fläche von n Umläufen des Radiusvector von bis 
n . 2 n ist 

U n =^n 3 a 2 7T 3 (31) 

6 

Die Fläche eines Kreises mit dem grössten Radiusvector 
2 a n n von n Umläufen beschrieben, ist 

K n =4n 2 a 2 7r a 
Daher die Beziehung 

U n =|-Kn (32) 

Die Fläche des n-ten Umlaufes von (n— 1) 2 n bis n. 2 n ist 

U' n = ^[3n(n-l) + l]a 2 7r* (33) 

Sind die beiden äussersten Radien R = 2 a n n und r = 2 a (n— 1) n, 
so hat man 

U'„ = 4-[ I1 ^ R2 — 0-l)^r 2 ] 

ö 

U' n = y[nKn~(n-l)Kn~l] (34) 

worin K n und K n — l Kreisflächen, mit den äussersten Radien be- 
schrieben, bedeuten. 

24) Die spiralischen Ringe, das sind die Flächenstticke 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Windungen der Curve, haben 
überall dieselbe Breite, da der Unterschied der Radien zweier Curven- 
punkte, die um 2 n auseinanderliegen, immer gleich 2 a n ist. 

Die Fläche eines solchen Ringes ist die Differenz der Flächen 
zweier aufeinanderfolgenden Umläufe, also die des (n— l)-ten Ringes 
die Differenz der Fläche des n-ten und der des (n— l)-ten Umlaufs: 

Rn-l = U'n— UV-l = 8(n— l)a 2 ^ . . . (35) 

Die Flächen der aufeinanderfolgenden spiralischen Ringe wachsen im 
Verhältnisse der natürlichen Zahlenreihe: 

Ri : R 2 : Rs : . . . : R n -l = 1:2:3:...: (n— 1) . . (36) 

2* 
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Die Fläche von n — 1 Bingen mehr der des 1. Umlaufes muss die 
Fläche des nten Umlaufes geben: 

Ui + Ri + R 2 + . . . + Rtt-i = a 2 * 3 ly + 8+16+ 24+... +8 (n-l)J 
= — [3 n (n-1) + 1]' a » *» = U'n 

ö 

Der grösste äussere Radius eines (n— l)ten Ringes (der von der 
nten Windung umschlossen ist) ist 2na?r, der grösste innere (der 
zugleich der kleinste äussere) ist 2 (n— 1) a n\ die Fläche eines Kreis - 
ringes, dem diese Radien angehören, ist: 

K.R n -l = 4(2n— l)a 2 7r 3 
Daher die Beziehung 

R n _ 1= lfcl) K .R n -l (37) 

u n^~"i 



25) Die Fläche eines Sectors im n-ten Umlauf, S n , also 
zwischen den Radien 

r = a [ 2 (n — 1) n +$>'} und n = a [2 (n — 1) n + <p ,r \ 

liegend, die den Winkeln 

2 (n— 1) n + cp' und 2 (n— 1) n + <p" 

wo tp" > cp', entsprechen, ist 

S n = ya 2 [l2(n~l) 2 ^ 2 (^— ^)+6(n-l)^(^ 2 ^^' 2 ) + ^ /3 -^' 3 ].(38) 

Schreibt man dies in der Form 

Sn = {4(n-l) 2 a 2 * 2 (<^^ 

so ergibt sich allgemein ein spiralischer Sector im n-ten Um- 
lauf noch als die Summe 

eines Kreissectors vom grössten Radius 2 (n — 1 ) a n des 
(n— l)-ten Umlaufs über dem Winkel {cp" — qS) des spiralischen, mehr 

der (n— l)-fachen Kreisringfläche mit den Radien, die 
den Winkeln cp" und <p' im 1. Umlauf entsprechen, 

mehr dem spiralischen Sector, der dem Winkel cp" — <p' im 
1. Umlauf entspricht. 

Rechnen wir die Sectorflächen von der Achse x aus, so haben 
wir in Sn <p' = zu setzen und es wird 

S' n =|a 2 [12 (n-1) 2 7i 2 cp" + 6 (n- 1) n <p" 2 + <p"*\ . (39) 

Setzt man hierin <p" = 2 jt, so ergibt sich wieder die Fläche des n ten 
Umlaufes 

U' n =-[3n(n-l) + l]a 2 ?r 3 

Q 
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2tz 
Setzt man w" = — , so ist der Sector im n-teu Umlauf von 
m ' 

O x aus 

S n = y a 2 (^ { ä m (n-1) [m (n - 1) + 1] + 1 } . (40) 

Deuiuach steht der Sector S n ün n-ten Umlauf, dessen Winkel 
der m-te Teil von 2 n ist, zum n-ten Umlauf selbst in folgender Be- 
ziehung 

8m(n-l)[m(n-l) + l] + l 

Su - m»[8n(n-l)+T| Un • • (41) 

Im 1. Umlauf, wo n = 1, ist 

Si" =- — U'i 
m 3 

Die Fläche des halben Umlaufs des Radiusvectors im n-ten 
Umlauf, für die man m = 2 zu setzen hat: 

_6n(2n-3)+7 
bll -8[3F(n— iy+Tj Uu (42) 

Im 1. Umlauf, wo u = 1, ist 

8 6 

26) Die spiralischen Ringsectoren ergeben sich als Diffe- 
renzen der Sectoren in den einzelnen aufeinanderfolgenden Umläufen. 

R.Su~l = Sn — Sn~l = a 2 ^(^— <p 9 )[2n(2n— 3) + / + ^] . (43) 

Der Ringsector von x aus gerechnet, ist, da q? = 0, 

R . S'n-1 = a 2 Jt <p" [2 n (2 n— 3) + tp") . . . . (44) 

Setzt man hierin q>" = 2 jt, so ergibt sich wieder die Fläche des 
(u— l)ten Ringes: 

Rn-i = 8(n-l) a 2 * 3 

2 n 
Setzt man wieder <p" = — , so ergibt sich für die Fläche des 

Ringsectors im (n-l)-ten Ringe von Ox aus: 

R.S / n -l=-^a 2 ^ 3 [m(2n — 3) + 1] .... (45) 

Daher die Beziehung zwischen diesem und dem ganzen Ringe 
„ m(2n-3)+ l p ' ( , 

R - Sn " 1 - 2m 2 (n-lT n ~~ 1 ' ' * ' C ' 
Im 1. Ringe, wo n = 2, ist 

m 4- 1 m 4- 1 

R . Si" = —V Ri = — I- 4 a 2 *? 
2 m 2 m 2 
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Die Ringsectoren, die einem halben Umlauf des Radius entsprechen, 
sind, da m = 2, 

R - s% - 1 = i^i) ßn - 1 (471 

Im 1. Ringe, für den n = 2 zu setzen ist, ist 
16. 
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Hyperbolische Spirale.' 

Sie wird dargestellt durch die Gleichung 



r = ir (1) 

1) Discussion der Gleichung. Die Gleichung sagt, dass 
der Radiusvector eines Punktes der Curve immer verkehrt 
proportional ist dem Winkel, um den er aus der Achse heraus- 
gedreht ist. 2 ) 

Der Punkt nähert sich also immer mehr im Eadiusvector dem 
Anfangspunkt 0, je weiter sich der Eadius von der Achse aus um 
herumdreht. Nachdem die Entfernung des die Curve beschreibenden 
Punktes von dem Ursprung 0, so lange der Eadiusvector in der Achse 
ruht, also cp = ist, unendlich gross ist, und erst Null wird, wenn 
der Eadiusvector unendlich viel Umdrehungen gemacht, y = oo ge- 
worden, so ersehn wir hieraus, dass der Punkt aus dem Unend- 
lichen kommenddemPunkteO, ihn umkreisend, fortwährend sich 
nähert, ohne ihn zu erreichen, so lange der Drehungswinkel 
nicht unendlich gross geworden. 

Die Spirale hat unendliche viele Windungen nach innen. 

2) Die Drehung kann nach zwei Eichtungen hin erfolgen, 
d. h. der Winkel <p kann positiv und negativ sein. 

Der Eadiusvector wird bei der Bewegung in der Eichtung der 
wachsenden Winkel immer kleiner; die Curve ist also für positive <p 
nach aussen hin eine rechtsgewundene. 

Negative Werte von cp ändern numerisch nichts; es entspricht 



') Sie verdankt ihren Namen dem Umstände, dass ihre Gleichung, wenn für 
r und <p x und y eingeführt werden, der Gleichung der Hyperbel in Parallelcoor- 
dinaten ähnlich wird, wenn die Hyperbel auf das Paar der Asymptoten als Achsen 
bezogen wird. 

2 ) Die Curve heisst wol auch deshalb die umgekehrte archimedische 
Spirale. 
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ihnen eine zur ersten in Bezug auf die Polarachse vollkommen sym- 
metrische Spirale, die linksgewunden ist. 3 ) 

Wir behandeln im Weiteren nur die rechtsgewundene. 

3) Die Constante a der Gleichung ergibt sich als die Länge 
des Kreisbogens, dessen Radius r, dessen Centriwinkel <p ist; die 
Gleichung sagt nun, dass alle Bögen, die mit den Radien der Curven- 
punkte über den zugehörigen Winkeln beschrieben werden, die con- 
stante Länge a haben. 

Diese Constante ist auch hier wieder uur ein Proportionalitäts- 
factor, der nur die Grössenverhältnisse an der Curve bestimmt. 



Construction. 

4) Man zeichnet die Curve als eine Folge von Punkten, deren 
man beliebig viele bestimmt, indem man die, bestimmten Werten von 
(p entsprechenden, Werte von r berechnet und auf dem beweglichen 
Schenkel von cp aufträgt. 

Die Constante a ist im Vorhinein beliebig zu wählen. Man kann 
auf der Verlängerung der Achse x über hinaus, für y = jt, eine 

beliebige Strecke als — annehmen, die den, dem Winkel 9? = n ent- 

n 

sprechenden, Radius r darstellt. Je nachdem dann 99 Vielfache oder 
Bruchteile von n bedeutet, sind die entsprechenden r Bruchteile oder 

Vielfache der Strecke — . 

n 

Die Constante selbst ist die halbe Peripherie desjenigen Kreises, 
der mit der angenommenen Strecke als Radius beschrieben ist. 

Setzt man zum Zwecke der Construction die Constante a =- l , so er- 
geben sich folgende Werte von r, die nach dem Massstab, wo a = l, 
aufzutragen sind: 

<p= r=°o 

n 6 

<p= — r = — = 1 9099 

6 71 



^6 n 



Differentialgleichungen. 

5) Aus der Curvengleichung ergibt sich als e r s t e r D i ff e r e n t i a 1 
quotient von r nach <p 



3 ) Wird neben <p auch r negativ gerechnet, so entsteht eine links gewundene 
Spirale, die der ersten (rechts gew.) symmetrisch ist in Bezug auf eine Achse, die 
in auf x senkrecht steht. 

Wird q? positiv und r negativ genommen, so entsteht eine der ersten con- 
gruente Spirale, die gegen jene um 180° gedreht erscheint. ! 

Für alle diese Aeste ist ein asymptotischer Punkt. | 
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dr a 

1 2 * 

(199 Cp" 

und hieraus die zweite Derivirte 

d^r a 

Die Gleichungen (1) und (2) liefern für den Winkel y zwischen 
Radiusvector und Tangente eines Curvenpunktes die Relation 



... (2) 



(3) 



cotg y = 

9 



(4) 



Der Ausdruck ist für alle endlichen (positiven) Werte von cp 
negativ, der Winkel y selbst mithin ein stumpfer. Er nimmt stetig 
ab, während cp wächst. 

Im unendlich fernen Punkte, für den <p = 0, daher cotg 
y — — 00 und y = 180° ist, fällt die Tangente mit dem Radiusvector 
in eine Richtung. Der Radiusvector nach diesem Punkte ist die 
Polarachse x ; die Tangente, welche mit dieser den unendlich fernen 
Punkt gemein und dieselbe Richtung haben muss, kann demnach ent- 
weder mit der Achse zusammenfallen, oder aber dieser im Endlichen 
parallel verlaufen. Hierüber erhalten wir erst später Gewissheit. 

Im weiteren Verlauf der Curve wird y immer kleiner, bis endlich, 
wenn cp = 00 geworden, cotg y = oder y = 90° wird. Die Tangente 
nähert sich also immer mehr einer zum Radiusvector senkrechten 
Stellung, die sie erreicht, wenn der Radiusvector Null wird. 

6) Als Ausdruck für das Bogendifferential ergibt sich im 
vorliegenden Fall 

...... (5) 



ds = ^Vl + <p 2 d(p 



Berührungsgrössen. 

7) Mit Hilfe der allgemeinen Formeln oder aus der Figur, und Fig. 6. 
zwar durch Betrachtung der rechtwinkligen Dreiecke m t und 
Omn, erhält man: 

t» in 

Polartangente . . . mt = r— — — -r- = = — r V 1 + tg 2 y 

& cos (180 — y) cos y 10/ 



a 



= --Vl4V 

r 
Polarnormale . . . mn = 



cos(y — 90) siny 



v V 1 + cotg 2 y 



a 



Polarsubtangente . . . Ot = — r tg y = a 
Polarsubnormale . . On = r tg (y — 90) = 



r cotg y 



a 
9 Z 



(6) 
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Die Ausdrücke zeigen, dass die Beruh rungs grossen mit 
Ausnahme der Subtangente mit wachsendem <p abnehmen. 

Für den unendlich fernen Punkt, für den <p = 0, sind jene drei, 
die Tangente, Normale und Subnormale, unendlich. 

Im Verlauf der Curve nehmen sie ab, bis für den Punkt 0, für 
den <p = oo geworden, die Tangente gleich a, die Normale und Sub- 
normale Null werden. 4 ) 

8) Die Subtangente ist für alle Punkte der Spirale constant 
und zwar gleich a. Während der Punkt die Spirale durchläuft, be- 
schreibt der Schnittpunkt t seiner Tangente und Subtangente einen 
Kreis, dessen Radius die Constante a ist. 5 ) 

Der Wert der Subtangente für jeden Punkt gibt uns nun auch 
Aufschluss über die Tangente im unendlich fernen Punkte. Sie muss 
nach dem früheren in derselben Richtung verlaufen, wie der Ra- 
diusvector, d. h. die Polarachse. Sie muss aber auch die Richtung 
der Subtangente in der Entfernung a von schneiden, folglich ver- 
läuft die Tangente nach dem unendlich fernen Punkt parallel zur 
Achse Ox, im Abstände a von dieser. 

Die Curve nähert sich dieser Geraden immer mehr, ohne aber 
früher als im Unendlichen von ihr berührt zn werden, die Spirale hat 
also in dieser Geraden eine Asymptote. 

Sind n und <pi die veränderlichen Coordinaten eines Punktes, 
der diese Gerade durchläuft, so ist die Gleichung der Asymptote 

n = -A- (7a) 

sin cp\ 

oder in rechtwinkligen Coordinaten 

y = a (7b) 

9) Die Construction der Tangente an einen Punkt der 
Spirale ist in Folge des Umstandes, dass die Subtangente constant, 
einfach. Die Tangente ist die Verbindungslinie des Curvenpuoktes 
und des Endpunktes der Strecke a, die man in senkrecht auf den 
Radiusvector errichtet. 



4 ) Im Endlichen bilden die Tangente als Hypotenuse, der Radiusvector und 
die Subtangente als Katheten das eine rechtwinklige Dreieck, die Normale als 
Hypotenuse, der Radiusvector und die Subnormale als Katheten das andere. 

Für den unendlich fernen Punkt ist das erstere offen, da Tangente und 
Radiusvector im Endlichen sich nicht treffen. Von dem zweiten ist nur der rechte 
Winkel vorhanden, dessen Schenkel, Radius und Subnormale bis in's Unendliche 
sich erstrecken, wo deren Schnittpunkte mit der Hypotenuse, der Normalen, liegen. 

Im weiteren werden die Hypotenuse und die eine Kathete, der Radius, des 
ersten Dreieckes immer kleiner, während die andere Kathete ihren Wert a bei- 
behält. Im zweiten Dreiecke werden alle drei Seiten kleiner. 

Ist endlich der Curvenpunkt m nach gekommen, so ist im ersten Dreieck 
die eine Kathete, der Radius, Null geworden, die Hypotenuse fällt mit der anderen 
Kathete, der Subtangente, zusammen, sie hat hier ihre geringste Länge a. Das 
zweite Dreieck ist auf den Punkt zusammengeschrumpft. 

5 ) Die Curve schneidet diesen Kreis in einem Punkte, der einem Bogen q> = h 
oder dem Winkel q? = 57° 17' 45" entspricht. 
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Krümmung. 

10) Für den Krümmungsradius erhält man nach der all- Fig. e. 
gemeinen Formel im vorliegenden Fall den Ausdruck 

s = s <!^! m 

oder durch r ausgedrückt 3/ 

(a + r ) /2 /o1A 

g = r V a a ( 8b ) 

• Hieraus ist ersichtlich, dass der Krümmungsradius mit r 
wächst und abnimmt. Er ist am grössten, wenn der Radius 
seiaen grössten Werth hat, nämlich für r = oo oder für <p = 0; er 
ist am kleinsten, wenn der Radius seinen kleinsten Wert hat, nämlich 
für r = oder für <p = oo. 

Die Curve hat also ihre grösste Krümmung im Punkte 0, 
wo sie unendlich ist, wird dann immer flacher, bis die Krümmung 
im Unendlichen ganz verschwindet. 

Führt man in (8a) die Grössen r und y ein, oder vergleicht den 
Ausdruck mit dem für die Normale und bezeichnet mit N die Länge 
dieser letzteren, so ergibt sich 

Q = n \±JL = N (1 + cotg y ) = -i- 
* <P e ' sin y 

N 

Setzt man — = P so hat man 

smy 



* sin y 

Errichtet man im Endpunkte n der Normale auf diese eine Senk- 
rechte und schneidet mit dieser den über verlängerten Radiusvector 
im Punkte p, so ist in dem rechtwinkligen Dreiecke m n p der Winkel 
bei m y — 90° und der bei p 180°— y, daher 

N = mp sin (180 — y) = mp sin y 
und 

N x> 

mp = -. — = P 

smy 

Errichtet man nun wieder in p auf die Strecke mp eine Senkrechte 
bis zum Durchschnitt C mit der über n verlängerten Normale, so ist 
in dem rechtwinkligen Dreiecke mp C der Winkel bei C (180 — y), daher 

mp = P = mCsiny 
und 

mC = — ; = . o = Q, 

sm y sury *' 

mithin ist die Strecke mC der Krümmungsradius des Punktes m und 
C das Krümmungscentrum. 
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Die Constructioi) des Krümmungsmittelpunktes für 
einen Punkt der Gurve ist daher einfach folgende: Im Endpunkt n 
der Normale wird eine Senkrechte errichtet, die den zurückverlängerten 
Radius in p trifft; in diesem Punkte wird auf den Radiusvector eine 
Senkrechte errichtet, die die Normale im Krümmungscentrum C trifft. 

11) Um die rechtwinkligen Coordinaten f und n des 
Krümmungsmittelpunktes zu bestimmen, hat man in den all- 
gemeinen Ausdrücken zu substituiren 

d 2 r a 

2 





a d r 




r = 


<p ' A<p 




Es wird hiei 








sin (p — (p cos 


<p 


p — 


cos <p + <p sin 


9> 




L±r Ä _ 


a 



a 

~^2 9 



<p 2 ' Acp z 



<P 



3 



q= — 



<P 



l + 9> : 
— = — a 

q 
q 



P = 



1 + V* 



a (cos <p + <p sin <p) 3 
4 (cos 9? + <p sin 97) 



<P 



(sin 9? — 9? cos 97) 



Es ergibt sich mit diesen Substitutionen: 

y _ sin 9(1 + <p z ) — <p cos 99 

cos <p (1 + 9? 2 ) + 9 sin «P 



i = - 



uud hieraus für die Polarcoordinaten 



(9) 



r cos %p = — a 



r sin y> = — a 



<p cos (p — (1 + <p 2 ) sin (p 



<P 



<p sin 97 -f- (1 + cp 2 ) cos 99 



<T 



(10) 



Quadiirt und addirt man die beiden Gleichungen, so erhält man 



n2\2 



tgv : 



(11) 



(12) 



r '. = a * ^ + ( 1 + y 2 ) 2 = r 4 a 2 r 2 + (a 2 + r 2 ) 
<p 8 a 6 

Für den Winkel \p ergibt sich durch Division 

(p sin <p -j- (1 -f- <p 2 ) cos 9? 

9? cos 99 — (1 + <P 2 ) sin <P 

12) Der Ausdruck (11) für r zeigt, dass der Radiusvector r'der 
ng. e. Evolute mit r, dem der Evolvente, zugleich zu- und abnimmt. 

Was den Winkel \p anbelangt, so zeigt der erste Differential- 
quotient von tgyj nach 9? 

dtgy;_ 2 4-I-99 2 



d 99 



<P 



[cp cos <p — (1 + <P 2 ) sin 9?] 2 



der für jedes positive <p positiv ist, dass tg \p y also auch \p mit 9? wächst, 
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Aus (12) ergibt sich wie früher (archim. Spirale) für die Differenz 
der beiden Winkel y und <p 

cotgfy — v ) = j-£_ 

Zunächst wird für tp = 

cotg \p = 

Der Radiusvector r' des unendlich fernen Punktes der Evolute steht 
demnach jedenfalls senkrecht auf dem des unendlich fernen Punktes 
der Evolvente, also senkrecht auf der Achse x, und zwar nach der 
Seite der negativen Winkel hin, da die Krümmung der Curve nach 
dieser Richtung hin hohl ist. Wir müssen daher den Winkel 

y> = 270° 

annehmen. Im weiteren Verlauf der Curve wächst yj, jedoch, wie 
wir von früher wissen, nicht gleichförmig, da die Differenz y> — y 
= a nicht constant bleibt. Es ist 

w tg y 

1 + cp* 1 + tg 2 y 

daher 

cotg a — — ^— sm 2 y 

Wächst (p von Null an, so nimmt y im 2. Quadranten, 2y im 
4. und 3. Quadranten ab. Der sin 2 y ist negativ und wächst von 
Null an bis zu seinem grössten (numerischen) Wert — 1, wenn 2 y 
= 270° oder y = 135° geworden; dann hat auch cotg a seinen grössten 

Wert, +-£-, erreicht, der Winkel a selbst seinen kleinsten. Für diesen 

Fall ist tg y = — 1 oder <p = 1. 

Wächst <p weiter, so nimmt y, 2 y, daher auch sin 2 y wieder 
ab, bis endlich y seinen kleinsten Wert, y = 90° erreicht, wo dann 
2 y = 180° und sin 2 y = geworden; cotg a hat also wieder abge- 
nommen und ist endlich Null, wenn y = 90°, cotg y = oder <p = oo 
geworden. 

Es durchläuft also cotg a die Werte: wachsend von bis — 

1 ^ 

und wieder abnehmend von — bis Null. Da kein Zeichen Wechsel 

vorkommt, bewegt sich der Winkel a, wenn er mit 270° beginnt, 
nur im 3. Quadranten, erst abnehmend, dann wachsend. 

Setzt man a = 180 + a, so ist 

cotg a = cotg (180 + a) = cotg a = — 

der grösste Wert von cotg a und dem entsprechend der kleinste 
Wert von a 63° 26 ! 14". 
Mithin ergibt sich 
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w — <p = 270° , w — (p=z a min = 243° 26' 14', xp — <p = 270° 
9? = 9?=1 99=00 

oder es ist für <p = \p = 270° 

^ = 1 v = 300° 43' 59" 

cp = 00 \p = 00 

Die Evolute ist demnach eine Curve, die aus dem Unendlichen 
kommend in unendlich vielen Windungen um den Ursprung herum- 
geht, welche in der Richtung der wachsenden Winkel enger werden. 



Rectification. 

13) Die Integration des Ausdrucks für das Bogendifferential 
zwischen zwei Grenzen yo und <pi gibt die Länge des Bogens 
der Spirale zwischen den entsprechenden Curvenpunkten : 

> 

B = a , !!+_?!_ d^ ..... . (i3) 

<po 
Durch teilweise Integration erhält man 

B=ft /ji±£_j5±z +log 2L±j^n . (,4) 

l <P <fl tpO + }' l + (fU 2 t 



Quadratur. 

14) Das Flächendifferential erscheint ausgedrückt durch 

dS = -^-4<*<P (15) 

2 <p & 

Demnach die Se et or fläche zwischen zwei Radien ro und n 

B _£/ > *$_t , (i._±) <»> 

2 / q) 2 2 \<po cp\J v 

J <P° 
oder durch die Radien ausgedrückt 



S = -f-~(r -r.) (16b) 

Jeder Sector von dem unendlich fernen Punkte der Spirale an 
gerechnet, dem 990 = entspricht, ist immer unendlich. 

Jeder Sector von innen heraus bis zu einem Punkte 920, d. h. 
zwischen 920 und 00 gerechnet, ist 

(»1 = 00 fl 2 

S =|— So (17) 
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Es kann daher jeder Sector wieder angesehen werden als Diffe- 
renz zweier Sectoren So und Si, von denen jeder sämintliche Win- 
dungen von innen heraus bis resp. 990 und <p\ umfasst. 

15) Schreibt man den Ausdruck in (17) in der Form Fig. 7. 

So = — - a ro 

so ergibt sich die Sectorfläche als die Fläche eines Dreieckes, 
dessen Basis a und dessen Höhe r« ist; es ist also einfach das recht- 
winklige Dreieck, das durch den Radiusvector, die Subtangente und 
die Tangente desjenigen Punktes gebildet wird, bis zu welchem die 
vom Curvenstück und dem Radiusvector eingeschlossene Fläche ge- 
nommen wird; es ist also 

So = A m t 

Ebenso ist Si = (\ m' t' ; es wird demnach der spiralische Sector 
m m' als Differenz der beiden Sectoren So und Si an Fläche gleich 
sein der Differenz jener beiden Dreiecke, die sich wiederum als ein 
Dreieck ergibt. Trägt man nämlich n auf ro von aus auf, so ist 

A m" t = — a n , daher 



2 



S (m Om') = /\mm"t = - (ro — n) 



16) Andererseits ergibt sich der Sector So, wenn man schreibt 

So = — - ro 2 <po 

als ein Kreissector vom Radius ro und dem Centriwinkel <po. 

Es ist demnach ein spiralischer Sector m m' zwischen den 
Radien ro und n gleich der Differenz zweier Kreissectoren, 
die mit den Radien ro und n über den Winkeln <po und cp\ beschrieben 
werden. 

Fig. 8. 

17) Schreibt man den Ausdruck für S in folgender Form 

1 a ro ri 

s = y ^r (,p ' -<po) = ~2~ (9?1 ~ ^ 

so kann man den spiralischen Sector ansehen als einen Kreissector, 
der mit dem Radius R = V ro n über dem Winkel (<pi — 990) be- 
schrieben ist. 

Um diesen Kreissector zu zeichnen, kann man n in der Verlängerung 
von ro über auftragen, über der so sich ergebenden Strecke ro + n als 
Durchmesser einen Halbkreis beschreiben; dieser schneidet auf der Sub- 
tangente von m den Radius R ab. Es ist der mit diesem beschriebene 
Kreissector 

2(/0/i w ) = S(inOm ( ) 

18) Ein mit dem grössten Radius eines spiralischen Sectors von 
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(po bis (pi über demselben Winkel (y\ — <po) beschriebener Kreissector 
hat die Fläche 

-So = --(991 — (po), 

der mit dem kleinsten Radius des spiralischen beschriebene 

n 2 
Z\ = -- (<P* — q*) 

Es ergibt sich somit das Verhältnis 

^ ü:S = ro:n \ . ..... (18) 

S : 2x = ro : n / 

d. h. ein spiralischer Sector zwischen den Radien ro und n verhält 
sich zu einem Kreissector vom grösseren Radius ro über demselben 
Winkel, wie der kleinere Radius zum grösseren, und zu einem Kreis- 
sector vom kleineren Radius n, wie der grössere Radius zum kleineren. 
Die Fläche des spiralischen Sectors ist mithin das geometrische 
Mittel zwischen den Flächen der Kreissectoren, die mit den beiden 
äussersten Radien zwischen denselben beschrieben werden: 

(S) 2 = ^o.^i (19) 

19) Der Unterschied zwischen dem grösseren Kreissector J?o und 
dem spiralischen S, das ist die Fläche m m' m'" ist an Fläche gleich 

ro 2 ro n ro 2 

— (q>\ —990) — (991 — 9D0) = — (<p\ — qn>) (ro — n) 

oder 

mm'm*— ^»%i (20a) 

die Fläche ist gleich einem Kreissector vom Radius ro — n und dein 
Winkel q>\. 

Der Unterschied zwischen dem spiralischen und dem kleineren 
Kreissector, die Fläche m m' in" ist 

ron / \ r|2 / \ n / w x 

— {<pi— <po) — (9?i — 970) = — (991 —tp») (ro— n) 

oder 

, „ (ro — n) 2 ,. 1AM 

m m m ' = v — - — - tpo (20b) 

die kleinere Fläche ist gleich einem Kreissector von demselben Radius, 
aber über dem kleineren Winkel 920. 

Das Verhältnis der beiden Flächenstücke ist somit 

m m' m'" : m m' m" = cp\ : 990 = ro : n . . . . (21) 

der spiralische Bogen teilt den Kreisringsector, der durch die beiden 
Radien jenes gebildet wird, proportional den Winkeln, denen die 
Radien zugehören, oder umgekehrt proportional den Radien. 
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Mit Rücksicht auf die Ausdrücke (20a) und (20b) ergibt sich 
7 das Verhältnis der beiden Flächenstücke zum spiralischen Sector, 
und zwar: 

m m' m'" : m m' = <pi — <po : 990 
= ro — n : ri 

m in' m" : m m' = <pi — yo : 991 
\ = ro — ri : ro 

I woraus sich auch (21) ergibt. 

|. 20) Diese Sectorendifferenzen ergeben sich als flächen- 
gleich mit Dreiecken. 

Fällt man (Fig. 8) in m in" m IV _l_ ro bis zum Durchschnitt mit 
der Tangente des Punktes m , so ist in dem rechtwinkligen Dreiecke 
!* m m" m lv die Kathete ni" m = ro — n ; die Kathete m" m IV = (ro — n) 
. tg (180 — yo) = (ro — n) <po ; folglich der Flächeninhalt 

! // tv ( r ° — n) 2 > // /^ % 

A m m m IV = - — —— - <po = m m m . . . (22a) 

i 2 

f Durch analoge Construction erhält man das Dreieck 

Amm w m v = ( ^^ 2 ^i=mm'm w . . . (22b) 

21) Durch die Sehnen m m'" im grösseren Kreissector, m m' im Pig . 9> 
spiralischen, in m im kleineren Kreissector und die beiden nach m 
und m' gezogenen Radien werden zwei Dreiecke gebildet, das 
grössere m m' m'" und das kleinere m m' m". Zum Unterschied von 
diesen wollen wir die mit denselben Buchstaben bezeichneten Sector- 
unterschiede, die sich als krummlinige Dreiecke mit beziehungsweise 
denselben Grundlinien und Spitzen, wie jene geradlinigen, ergeben, und 
deren zwei andere Seiten einerseits der Kreisbogen mit dem Radius ro 
und der spiralische, andererseits dieser und der Kreisbogen mit dem 
Radius n über den Seiten jener sind, bezeichnen mit vorgesetztem A*- 

Das Dreieck m nV m'" ist als Differenz der zwei Dreiecke Omm '" 
und Omm' an Fläche gleich: 

a ' w r ° 2 • / \ r ° ri • / \ 

A m m in = — sm (991 — 990) — sin (991 — 990) 

ro 
= — - (ro — n) sin (991 — 990) (23a) 

Ebenso das andere 

ri 
A m m'm" = — (ro — n) sin(<pi — q?o) . . . (23b) 

Es ergibt sich das Verhältnis 

A ni m' m"' : A m m m = r ° : ri 
Die beiden Dreiecke sind den krummlinigen proportional. 

Zwischen je einem geradlinigen und dem entsprechenden krumm- 
linigen Dreiecke ergeben sich die Verhältnisse 

3 
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A m m' m'" : /\k m m' m'" = sin (991 — 990) : 991 — 990 | 
A m m' 111" : At m m m = s * n (<P -— 9?<>) : 991 — 990 / 

d. h. die geradlinigen Dreiecke verhalten sich zu den krummlinigen 
Dreiecken, wie der Sinus des Bogens (<pi — 990) zu dem Bogen selbst. 

22) Das spiralische Segment, das ist das von dem Sector 
mOm' durch die Sehne mm' abgeschnittene Flächenstück, ist als 
Differenz der Fläche des Sectors und des Dreieckes m m' gleich 

Sg (mm') = — — {991 — 990 — sin (991 — 990)} 

= a 2 f <pi— 990 sin (991 — 990) \ ^ . g . 

2 \ 990 991 990 991 / 

Lassen wir den Punkt m' immer weiter gegen rücken, d. h. <pi 
immer grösser werden bis yi — 00 ? so ergibt sich schliesslich die ganz 
vom Radiusvector von <po bis 00 beschriebene Fläche; denn es wird 

/*-*>} =lnnd( 8in(y '~ H } =0 
l 9?i ' <p X = 00 l 9* ' (pi = 00 

mithin wird das Segment 

Sg(mO) = -^- = So 
2 <po 

23) Für die drei Figuren zwischen den beiden Radien ro und n 
ergibt sich aus den früheren Proportionen: 

a) für die drei Sectoren 

JEi : S : JEo = n 2 : ro n : ro 2 

ro 
Ist 901 = 2 <po und n = — , so hat man 

m'Om" :möm':m Om* -1:2:4 

b) für die krummlinigen Dreiecke 

J£i : S — 2!i : J£o — S = n 2 : (ro — n) n : (ro — n) ro 

Für den Fall, dass <pi=2<po, ergibt sich 

m' Om" : ni' m" m : m m' m w -=1:1:2 

24) Aus dem allgemeinen Ausdruck für die Sectorfläche S zwi- 
schen den Radien ro und n folgt: 

a) zwei Sectoren zwischen den Radien ro n und r m -l r m verhalten 
sich wie die Differenzen ihrer äussersten Radien 

S : S' = ro — n : r m - 1 — r m 

b) Haben die Sectoren an der Spitze gleiche Winkel, ist also 
991 — 9*) = ^m — 99m— 1 = « > so ist 



daher 



/ 1 1 \ a a 

n = a I 1 = a - - - = - ro n 

\99o 991/ 99091 a 

n-1 — r m = a ( ) = 

x 9:111-1 9W 



r m -i — r m = a I I = a ■— = — r m -i r m 

x 9:111- l 9W ^in-1 9 m a 
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S : S' = ro n : rm— t r m 
die Sectoren verhalten sich wie die Producte ihrer Radien. 

c) Ist der Winkel des zweiten Sectors S» n-mal kleiner, also 
(pi — cpn =n ((p m — . 95m— 1) = na, oder n-mal grösser, also 

(pi — q?o = — (q?m — <pm— = — , so ist beziehungsweise 

S : S' = n ro n : r m — i r m 
S : S' = ro n : n r m — i r m 

d) Ist bei gleichen Winkeln zweier Sectoren, d. h. wenn <pi — 990 = 

<pm — <pm— i = (*j der Winkel (p m = n^i , so ist r m = — und 

es folgt aus (b) 

S : S' = n ro : r m — i 

e) Ist endlich q?i — 950 = <po und <pm — 99m— 1 = 9?o , wo dann 991 = 

2 990 und <pm = 990 -f- 9?m— 1 = 990 -f- (n— 1) <po = n 990 , daher n = 

ro ro ro . / . 

— r m — 1 = , r m = — , so ist nach (b) 

2 11—1 n 

1 1 

S:S'=4- 



2 ' n(n-i) 

f) Specialisirt man (c), wo <pm — 99m- 1 = u {<P\ — 990) dahin, dass 
9?m = n 991 und 99m— 1 = n 990, so dass rm = — und rm— 1 = — 
so ergibt sich 

S : S' = 1 : — 
n 

Die aufeinander folgenden Sectoren, von r = — beginnend, die 

alle denselben Winkel 990 an der Spitze haben, stehn nach (e) in 
folgendem Verhältnis, wie 

x-l.i_.JL. 

1 * 3 ' 6 ' 10 " ' ' 

Für zwei Sectoren von 990 bis 00, und von 99m— l bis 00 folgt aus 
(a) , wenn n = und r m = gesetzt wird 

So : Sm-l = r : r m -l 

d. h. die vom Radiusvector von innen heraus bis 990 und bis 99m— 1 
beschriebenen Flächen verhalten sich wie ihre grössten Radien. 

Ist (pm—\ = n 90 , so ist r m — 1 = — , und man hat 

So : Sm— 1 = 1 '. — 
n 

demnach stehn Sectoren , die sich von 99 = 00 bis 99 = 990, von 99 — 
00 bis 99 — 2 99 u. s. w. erstrecken, in dem Verhältnis 

3* 
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So:S«:S 2 :...^l:i: 1 :.... 

Zwei Sectoren So und S m , die beide mit ro beginnen, von denen 
sich der erste bis n, der zweite, dessen Winkel an der Spitze 
n (<pi — 9?n) beträgt, bis r m erstreckt, dessen zugehöriger Polarwinke] 
dann n (991 — 990) -f- 990 = n 991 — (n — 1) 990 ist, verhalten sich nach (c), 
da r m — l = ro ist, 

So : S m — n : n r m 

wie der kleinste Radius des ersten zum n-fachen kleinsten Radius 
des zweiten. 

Ist in diesem Falle <pi — 990 = 990 , also <pm — 990 = n (991 — <p) = 

no9o, dann ist n =-= — , r m = — nr> und es verhält sich 
2 n+1 

Mithin verhalten sich die aufeinander folgenden Sectoren, die 
sämmtlich bei ro beginnen, deren Winkel an der Spitze aber 990, 2990, 
3099, u. s. w. sind, wie 

2 : 3 : 4 : 5 : 
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Im weiteren wollen wir eine Curve betrachten, bei der nicht der 
Radius vector selbst, sundern der Logarithmus desselben der 
Drehung proportional ist. Es tritt also hier die eine Ordi- 
nate als Exponentialfunction der anderen auf, und zwar er- 
scheint tp als Exponent einer coustanten Basis. 

Die dieser Gleichung entsprechende ( -urve heisst aus diesem Grunde 



Logarithmische Spirale. 



•) 



1) In der allgemeinsten Form würde die Gleichung lauten 

logb r = A.tp 
Der Proportionalitätsfactor wäre der Logarithmus der constanten Basis 
aus dem genommenen System; oder de)* reciproke Modul desjenigen 
Systems, dessen Basis jene (konstante ist, wenn natürliche Logarithmen 
genommen werden ; oder endlich Eins, wenn e selbst jene Constante ist. 

2) Wir legen unserer Betrachtung der Curve die Gleichung 
von folgender Form zu Grunde: 

r-ae m ^ (1) 

Zunächst haben wir in Bezug auf die Constante m, die die 
Exponentialgrösse mit bestimmt, zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) Bedeutet m eine positive (ganze oder gebrochene) Zahl, 
so wächst mit y auch r, wenn y selbst positiv ist. Der Kadius- 
vector durchläuft die Werte von a bis oo, während <p die Werte von 
bis oo durchläuft. Für negative Werte von cp nimmt r mit wachsen- 
den <p ab ; und zwar entsprechen den negativen Werten von cp = 
bis cp =^= — co die Werte von r = a bis r = 0. 

Es stellt demnach die Gleichung für den Fall, dass m irgend 
eine positive Zahl bedeutet, und der Winkel y alle Werte 
von — co bis -f co durchläuft, den Weg eines Punktes dar, der in 
unendlicher Nähe des Ursprungs ausgehend, in unendlich vielen, 
immer grösser werdenden Windungen sich von diesem immer mehr 
bis in's Unendliche entfernt. 



*) Sie ist von Descartes erdacht, und am eingehendsten behandelt worden von 
Jak. Bernoulli. S. „opera Bern." Genevae 1744. 
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Da die Windungen in der Richtung der wachsenden Winkel 
grösser werden, so ist die Spirale in diesem Falle nach aussen hin 
eine linksgewundene. 

b) Bedeutet m eine negative (ganze oder gebrochene) Zahl, 
so findet das Umgekehrte statt. Für positive Werte von 99 nimmt r 
mit wachsendem y ab, die Windungen werden in dieser Sichtung 
enger. Während q? von bis 00 wächst, nimmt r von a bis ab. 
Für negative Werte von <p wächst mit wachsendem <p auch r, und 
zwar von a bis 00, während <p die Werte von bis 00 durchläuft. 

Es stellt demnach die Gleichung in diesem Fall, wo m irgend 
eine negative Zahl bedeutet, und der Winkel <p alle Werte 
von — od bis +00 durchläuft, den Weg eines Punktes dar, der, 
aus dem Unendlichen kommend, dem Ursprung sich immer mehr 
nähert, während er um diesen herumgeht, ihn selbst aber erst er- 
reicht, wenn q> = 00 geworden. 

Die Spirale ist in diesem Falle eine rechtsgewundene. 

In beiden Fällen ist der Ursprung ein asymptotischer 
Punkt der Curve. 

Bezüglich der Achse Ox sind die beiden Spiralen sym- 
metrisch gelegen. Der, einem positiven <p, entsprechende Radius- 
vector der einen ist dem, einem gleichen negativen Wert von <p, ent- 
sprechenden Radiusvector der anderen Spirale gleich, wenn in beiden 
Fällen der absolute Wert von m derselbe ist. 

Wir wollen im weiteren die linksgewundene Spirale, also 
den Fall betrachten, in dem m eine positive (ganze oder gebrochene) 
Zahl bedeutet, und nur dort auf die andere Rücksicht nehmen, wo 
das negative m eine specielle Untersuchung erheischt. 

3) Aus der Gleichung der Curve folgt, dass die Radien- 
vectoren in geometrischer Progression wachsen, während 
der Winkel in arithmetischer Progression zunimmt; jene 
mit dem Quotienten em« ? dieser mit der Differenz a. 

Die natürlichen Logarithmen der Radienvectoren wachsen mit 
dem Winkel in arithmetischer Progression um die Grösse ma. 

4) Die Radien wachsen um so rascher, je grösser der 
Wert von m. Für denselben Wert von <p werden sich ver- 
schiedene Radien ergeben, die grösser oder kleiner sind, je 
nachdem die Constante grösser oder kleiner ist. Der Parameter m 
bestimmt also eine Schaar von Curven, die mehr oder weniger 
gekrümmt sind, oder, die engere oder weitere Windungen haben, je 
nachdem der Wert von m kleiner oder grösser ist. 

Hat die Constante m den Wert Null, so übergeht die 

Gleichung in 

r = a 

in die Gleichung des Kreises, der sich auch als specieller Fall 
der logarithmischen Spiralen ergibt. 
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5) Die Consta n te a der Gleichung bestimmt auch hier nur die 
Grössenverhältnisse der einzelnen Curven. Sie ist der Radius 
ro, der dem Winkel <p=-0 entspricht. In dem Punkte, der diesen 
Coordinaten, a und 0, entspricht, schneiden alle durch die verschie- 
denen Werte von rn bestimmten Spiralen die Achse x. 

Construction. 

6) Handelt es sich zunächst darum, überhaupt eine logarith- 
niisclie Spirale zu zeichnen, so hat man nur auf den Umstand Rücksicht 
zu nehmen, dass das Verhältnis der aufeinanderfolgenden 
Radien, wenn sie denselben Winkel einschliessen, ein con- 
stantes ist. 

Es sind die den Winkeln 0, a, 2 a, 3 a, u. s w, entsprechenden 
Radien a, aem«, ae2ma ae3m« J u. s. w., daher 

ro n rz _ 

n r2 n 

so dass immer ein Radius das geometrische Mittel ist zwi- 
schen dem vorhergehenden und dem folgenden. 

Man wird also irgend einen Winkel a wählen, auf dem einen Fi &- 1( >. 
Schenkel desselben. Ox, eine beliebige Strecke OA = a von aus 
auftragen, vom Endpunkt A aus unter beliebigem Winkel A B = p 
eine Gerade A B ziehen, die auf dem zweiten Schenkel den Radius- 
vector B = n abschneidet. Hierauf trägt man C ■■=-- B auf x 
auf, zieht von C aus C D ]| A B, wodurch man D = r2 erhält. Auf 
diese Weise ergeben sich die den Winkeln a, 2 a, 3 a, . . . entsprechen- 
den Radien, die man um herum aufzutragen hat, wodurch man 
eine Reihe von Curvenpunkten erhält. 

Um die, negativen Werten von <p, entsprechenden Radien zu er- 
halten, hat man ebenso von A aus nach rückwärts zu verfahren; es 
ist B' = r— i, D 7 = r— 2 . . . 

7) Es ist klar, dass man auf diese Weise unzählige Curven 
zeichnen kann, die alle dieselbe Eigenschaft aufweisen. Sie werden 
aber alle verschieden sein, da bei dem einmal festgesetzten a und 
dem Winkel a der Radius OB-=n noch beliebig gewählt werden 
kann. Von diesem, von seinem Verhältnis zu ro = a, ist die Gestalt 
der Curve abhängig. Je grösser n gegen a ist, d. h. je grösser der 
constante Proportionalitätsfactor em« ist, desto rascher wachsen die 
Radien, desto flacher ist die Curve, und umgekehrt. 

Der Factor ist eben von zwei Grössen, a und m, abhängig. Ist 
a angenommen, so bleibt die Wahl von m noch frei. Für die Con- 
struction findet dies darin seinen Ausdruck, dass der Winkel OAB = 
/* verschieden sein kann. Je grösser dieser, desto grösser B = n , 
desto flacher die Spirale. Es hängt also die Grösse dieses Winkels 
h gewisser Art mit der Constanten m zusammen. 

8) Dieser Winkel AOB = /i kann alle Werthe zwischen und 
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180° haben. Ist p = 0, so trifft die Gerade AB den zweiten Schenkel 
in 0, es ist also OB = n=ö. Ist ja = 180 — a, so trifft A B den 
zweiten Schenkel im Unendlichen, es ist B = n = oo. Diese beiden 
Fälle sind für die Construction ausgeschlossen. 

Spiralen werden sich ergeben, wenn 

0</*<180 — a 
Nun kann n <C a. oder n = a, oder endlich n > a sein. 

Ist n = a, so ist das Dreieck AB ein gleichschenkliges, der 

Winkel jul = 90 — — . In diesem Falle sind alle folgenden Radien 

einander gleich, die Curve ist ein Kreis vom Radius a. Der Pro- 
portionalitätsfactor ist Eins, der Expouent m a = 0. Es entspricht 

also dem Fall, dass m = , der Winkel ju, — 90 — . 

Ist n<<a, so ist /n<CdO — — ; die Radien, die der positiven 

Richtung der Drehung entsprechen, werden immer kleiner; der Pro- 
portionalitätsfactor ist ein echter Bruch, der Exponent negativ. Die 
Spiralen sind rechtsgewundene. Einem negativen in entspricht 

demnach ein Winkel ju <C 90 — — . 

Ist n > a , so ist jul >> 90 — aber «< 180 — a ; die Radien wer- 

den grösser, die Spiralen sind links gewundene. Der Factor ist 
grösser als Eins, der Exponent positiv. Einem positiven m entspricht 

ein Winkel ju > 90 — y aber < 2 (dO — y j 

Fig. ii. 9) Darnach wird man nun auf folgende Art verfahren. Man 

wird den ganzen Winkel um iu n gieiche Teile teilen, so dass 

2jt 
a = — , in der Achse O x von aus die beliebige Strecke A = a 

abschneiden, die nur den Masstab bestimmt, dann, je nachdem m 

jj 2 n 2 

positiv oder negativ, unter einem Winkel a > — — n aber < n< 

r 2n n 

ß 2 

oder unter einem Winkel u,<C— — n die Gerade AB ziehen, die den 

r 2n 

Radius OB = n abschneidet. Durch B zieht man unter demselben 
Winkel zu B die Gerade B C , die den Radius C = r2 abschneidet. 
So erhält man die den positiven Werten von cp entsprechenden Radien. 
Um die den negativen Werten entsprechenden Punkte zu finden, zieht 
man von A aus eine Gerade A B', die mit B' wieder den an- 
genommenen Winkel ju bildet, und setzt so das Verfahren fort. 

Wählt man a = — , so muss für den ersten Fall /* > — n aber < 
6 12 

— 7i , also zwischen 75° und 150° liegen; für den zweiten Fall muss 
6 
li < 75° sein. 
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10) Ist nun aber eine bestimmte, durch die Gleichung ge- 
gebene Spirale zu zeichnen, so ist nicht nur darauf Rücksicht zu 
nehmen, dass das Verhältnis zwischen den Radien überhaupt ein con- 
stantes ist, sondern auf den constanten Quotienten des Ver- 
hältnisses selbst. 

In diesem Falle hat man den Radius n durch Rechnung 
dem Quotienten gemäss zu ermitteln aus der Gleichung 

n = a e ma 
Die Constante a kann wieder gleich Eins gesetzt werden, da sie 
ja nur den Masstab, nicht aber die Gestalt bestimmt. 

Dann ist der erste Radius vector, für q? = 0, ro = a = 1, und zur 
Berechnung von n dient die Formel, wenn man für den natürl. Log. 
den Brigg'schen einführt 

Log n = m M a (2) 

worin M der Modul des Brigg'schen Systems ist. Ist nun n be- 
stimmt, so wird es nach dem Masstab, nach welchem a = 1 ist, auf 
den zweiten Schenkel von a aufgetragen; die weiteren Radien ergeben 
sich durch Construction nach dem früher angegebenen Verfahren. 

Man kann aber auch beliebig viele, gewissen Werten von cp ent- 
sprechende, Radienvectoren aus der Gleichung 

Log r = m M cp (3) 

berechnen. Teilt man den mit dem Radius a = 1 beschriebenen Kreis 

71 

in 12 Teile zu — , zieht nach den Teilpunkten durch die Radien, 
o 

7t 

so hat man auf diesen die den Vielfachen von — entsprechend be- 

6 

rechneten Radienvectoren aufzutragen und erhält so beliebig viele 

Curvenpunkte. Man hat zur Berechnung die Formel 

Log r n = nmM^ = n.m. 0*2273960 .... (4) 
o 

für die Radienvectoren, die den uegativen Winkeln entsprechen, ist 

Lügr- n = D .m(0-7726040 — 1) . . : . . (5) 



Differentialgleichungen. 

11) Die beiden ersten Differentialquotienten sind 

^ = am e m( P (6) 

a<p 

^=a» 2 ^ (7) 

Für den Winkel y zwischen Radiusvector und der Tangente in 
einem Curvenpunkte ergibt sich demnach 

cotg y = m (8) 
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Hier zeigt sich mm die Bedeutuug der Coli stauten m im Expo- 
nenten. Von ihr hängt der Winkel y ab, und es ist charakteristisch 
für die logarithmische Spirale, dass dieser während des ganzen Ver- 
laufes der Curve constant bleibt. 

Die logarithmische Spirale ist demnach eine Curve, die 
sämmtliche von gezogenen Radien unter constantem Winkel 
schneidet. 2 ) 

12) Dieser constante Winkel, der die Gestalt der Curve be- 
stimmt, ist ein spitzer oder ein stumpfer, je nachdem m positiv 
oder negativ ist. Die links gewundene Spirale schneidet daher 
die Radien unter einem spitzen, die rechtsgewundene unter 
einem stumpfen Winkel. 

13) Verschiedenen Werten von m entsprechen verschiedene 
Winkel y, mithin auch verschiedene Spiralen. 

Für links gewundene Spiralen, bei denen y ein spitzer 
Winkel ist, sind die Grenzfälle 

1) y = 90° und 2) y = 
oder m = und m = oo 

Im 1. Falle übergeht die Gleichung der Spirale in die Gleichung 
r = a, also in die des Kreises vom Radius a. Es ist mithin der 
Kreis eine logarithmische Spirale, die alle Radien unter 
einem rechten Winkel schneidet. 

Im 2. Falle erhält man, wenn man die Curvengleichung in der 
(log r — log a) = <p 



Form ! 



m 
schreibt, für m = oo die Gleichung <p = 0, d. h. die der Achse Ox. 

Dazwischen liegen alle links gewundenen Spiralen, von denen 
jede unter kleinerem Winkel die Radien schneidet, also gestreckter 
ist, als die vorhergehende; die letzte liegt ganz in der Achse Ox. 
Sämmtliche aber schneiden einander in dem Punkte A der Achse in 
der Entfernung a von 0. 

Für rechts gewundene Spiralen ist y ein stumpfer Winkel; 
die äussersten Werte sind 

1) y = 90° und 2) y = 180° 
oder m = und m = — oo 

Auch diesen beiden Fällen entsprechen der Kreis und die Achse 
x, zwischen denen die Schaar der rechts gewundenen Spiralen liegt, 
die sich alle in A schneiden, und die den ersten symmetrisch sind. 

14) Dem ganzen Interwall, das m durchläuft, von — oo bis + oo 
entspricht eine Schaar unendlich vieler Curven, von denen jede alle 

2 ) Bernoulli nennt sie deshalb eine ebene Loxodrome und meint, sie wäre 
selbst die Loxodrome, wenn die Erde eben wäre. S. Jac. Beruoulli Basil opera, 
Genevae 1744, I Nro. 42, pag 443 und Nro. 49, 9 pag. 497. 
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Radien unter constantem Winkel schneidet, der von Ciirve zu Curve 
stetig abnimmt von 180° bis 0. Die erste und letzte dieser Curveu 
liegt ganz in der Achse x, eine unter denselben ist der Kreis, der 
zugleich die rechts gewundenen von den links gewundenen scheidet. 
Sie alle haben den Ursprung und den einen Punkt A (r = a, cp = 0) 
gemeinsam. 

Die Curven dieser Schaar sind au Gestalt verschieden. Die ver- 
schiedenen Werte der Constanten a liefern ebenso • viele Schaaren 
verschiedener Curven. Die Curven verschiedener Schaaren sind an 
Grösse verschieden. Alle Spiralen, die demselben Wert von m ent- 
sprechen, aber verschiedenen Schaaren angehören, sind au Gestalt 
einander gleich, also ähnlich. 

Alle ähnlichen Spiralen bilden wieder eine Schaar unendlich 
vieler Curven, die sämmtlich alle Radien unter ein und demselben 
Winkel schneiden; diese haben nur den Ursprung gemeinsam. 

15) Für das Bogendifferential ergibt sich hier 

d s = a Vi -f m 2 em<p d <p (!)) 

Berührun gsgrössen. 

16) Mit Hilfe der allgemeinen Formeln oder aber aus der Figur Fi t?. 12 - 
ergibt sich: 



die Polartangente . . 


. m t = 


die Subtangente . . 


. Ot = 


die Polarnormale . . 


. m n = 


die Subnormale . . 


. On = 



sin (90 — y) m 
, r 

r *8 y =~^r 

m 



= — Vi + m 



_A_ = r Vi + m 2 
sin y 



(10) 



r cotg y = r m 

Die Berührungsgrösseu sind alle dem Radiusvector 
proportional. Alle Dreiecke Omi ti , Om2 t* . . . und Onfi m, 
0m2 n2 . . ., die von je zwei Berührungsgrössen und dem Radius ge- 
bildet werden, sind längs der ganzen Curve ähnlich. 

Das rechtwinklige Dreieck im m U ist gleichschenklig, wenn 
y = 45°, d.h. wenn m = 1. Es sind dann aber auch die beiden 
Dreiecke im Oti und m Omi gleichschenklig. Es ist Om = Oti = 
Omi =r. 

Für diesen Fall ist die Construction der Tangente sehr 
einfach. Sie ist auch leicht durchführbar, wenn m eine ganze Zahl 

ist, oder, wenn m = — r , m' eine ganze Zahl ist. Es ist dann die 
7 m 

Subtangente der m-te Teil, oder das m'-fache des Radius des Curven- 

punktes. Die Construction ist auch einfach, wenn y genau construirt 

werden kann. 
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Krümmung. 

17) Nach der allgemeinen Formel für den Krümmungsradius 
erhält man 

Q = r 11 + m 2 (16) 

Der Krümmungsradius ist dem Badiusvector proportional; 
die Krümmung nimmt mit wachsendem Radius ab. 

Die Curve besitzt die grösste Krümmung im Punkte 0, wo sie 
unendlich gross ist, und die kleinste im Unendlichen, wo sie Null ist. 

Bei verschiedenen Spiralen, also für verschiedene Werte von m, 
ist für denselben Wert von <p der Krümmungsradius grösser oder 
kleiner, je nachdem m grösser oder kleiner ist. Es sind die Spiralen, 
wie wir früher schon gefunden, um so weniger gekrümmt, je grösser 
der Wert von m, oder je kleiner der Winkel y. 

Für rechts gewundene Spiralen gilt das Umgekehrte. 

18) Der Ausdruck für den Krümmungsradius zeigt, dass 
dieser für jeden Punkt der Curve der Normale desselben gleich ist. 

Der Krümmungsmittelpunkt liegt also im Schnittpunkt 
der Normale und der Subnormale des Curvenpunktes. Die 
Polarcoordinaten des Krümmungsmittelpunktes lassen sich 
demnach sehr einfach durch die des Curvenpunktes ausdrücken ; es 
ist nämlich 

, TT 

r = r m und y' = — + <p (12) 

Diese einfache Beziehung führt ohne weiteres zur Gleichung der 

Evolute. 

19) Drückt man nämlich umgekehrt die Coordinateu des Curven- 
punktes durch die des Krümmungsmittelpunktes aus, so liefert die 
Gleichung der Spirale die Beziehung 

r' = mae m (*'■"][") (13* 

Dies* ist die Gleichung des geometrischen Ortes des Krümmimgs- 
mittelpunktes oder der Evolute. Sie zeigt, dass diese ebenfalls 
eine logarithmische Spirale ist, und zwar eine der vorgelegten 
ähnliche, denn die Constante im Exponenten, die die Gestalt be- 
stimmt, ist dieselbe. 

Setzt man m = e log m , so ist zunächst 

r=ae y 2 / * 
Der Exponent lässt sich schreiben 

/ , n . log m\ / , In log m\\ 

Setzt man den constanten Teil in der Klammer, der für jede be- 
stimmte Spirale eine bestimmte Grösse ist, die berechnet werden kann, 
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* togm (1|) 

2 m J 

so bedeutet </;' — a\ = <p" einen Winkel , der von einer Achse x 
aus gerechnet wird, die mit der Achse Ox, von der aus <p und <p 
gezählt werden, den Winkel a\ bildet. Führt man nun den Winkel 
<p" in die Gleichung ein, so erhält man schliesslich als Gleichung der 
Evolute 

r' = ae m ?" (15) 

woraus sich ergibt, dass die Evolute der logarithmischen Spirale 
nicht nur eine der vorgelegten Curve ähnliche, sondern eine ihr 
congruente Curve ist; also nicht nur in Gestalt, sondern auch 
in Grösse der Evolvente vollkommen gleicht. Sie ist jedoch aus 
dieser um den Winkel a\ herausgedreht. Je zwei gleiche Radien der 
beiden Curven bilden den Winkel at. 

20) Um die E v o 1 u t e einer logarithmischen Spirale zu zeichnen, 
kann man entweder zu einzelnen Punkten der Curve die zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkte bestimmen, was mit der Construction der 
Polarnormale zusammenfallt, oder man bestimmt den Winkel ai, der 
die Lage der neuen Achse x' angibt und zeichnet die ursprüng- 
liche Spirale noch einmal in Bezug auf diese neue Achse. Es ent- 
sprechen gleichen Winkeln q>" und cp, von Ox' und Ox aus gerechnet, 
gleiche Radien r' und r. 

Das über die Evolute Gesagte gilt auch von rechts gewundenen 
Spiralen. Für einen gleichen, aber entgegengesetzten Wert von m ergibt 
sich ein Winkel a\ — — ai, um den die Evolute aus der Evolvente heraus- 
gedreht int. 

Zur Berechnung von ai wird man bei speciellen Werten von 
m den Brigg'schen Logarithmus einführen, so dass man hat 

__ 7i Log m 
ai — T mM~ 

21) Die Grösse der Drehung, nach welcher eine logarithmische 
Spirale als Evolute der ursprünglichen Lage erscheint, ist abhängig 
von dem Parameter m. Es kann nun für einen gewissen Wert von 
m der Drehungswinkel at gleich 2 n oder einem Vielfachen 
hievon werden, so dass diese specielle Spirale in ihrer ursprünglichen 
Lage als ihre eigene Evolute erscheint. 

Um diese Spirale zu finden, d. h. den speciellen Wert von m zu 
bestimmen, hat man in (14) a\=2n zu setzen, und dann der 

Relation , 

n log m 

2 m 

gemäss die Grösse m zu bestimmen. 

Es ist demnach die aufzulösende Gleichung 
Log m 3 



m 2 
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eine transcendente, zu deren Auflösung wir uns der Regula 
falsi bedienen wollen. 

Um zunächst beiderseits die Logarithmen einführen zu können, schaffen 
wir das Minnszeichen weg und setzen deshalb m = — , wornacli sich 

ergibt 3 

x Log x =~ — -tM 



und die nach x aufzulösende Gleichung lautet 

3 
Log x + Log (Log x) — Log — jM = 

Mittels siebenstelliger Logarithmen ergibt sich für die Constante 



3 ! 

Log — n M = Log N = 0*3110255 ! 

Daher die Gleichung 

f (x) = Log x H- Log (Log x) — 0*3110255 = 0. 

Durch fortgesetztes versuchsweises Verfahren kommt man schliesslich zu \ 
zwei Werten j 

X! = 36445229 

X2 = 36441729 

Es ist t (xi) = 0*0000737 = ai 

f(x2) = - 0-0000002 = a 2 

Nun ergeben sich die Correcturen 

hi = ai " _X2 = 0003490 
ai — e.2 

h 2 = a 2 ^"^^ = — 0*0000009 
ai — a2 

Setzen wir den corrigirten Wert 

x = X2 — h2 = 36441 738 

in die Gleichung ein, so erhalten wir 

f(x)-= 

Auf 7 Decimalstellen gentigt der Wert der Gleichung; es ist also 

1 1 

m = — = — 02744106 

x 3*6441738 

p . 13 Es ergibt sich, dass jene Spirale, für die 

m = 0-2744106 und y = 74° 39' 18", 
durch Abwickelung immer wieder sich selbst erzeugt. Für 
sie ist 

Log r n = n.0-0623998 
n = 11545159 

Der Winkel m ist für linksgewundene Spiralen immer positiv, da 
— — ein echter Bruch, wenn m >> 1, oder selbst negativ wenn m < 1. 
Es ist für m > 1, ai <; — , für m = 1 m — — , für m <[ 1, ai >> — . 

A £ & 

Für rechts gewundene Spiralen ist daher a\ immer negativ, es muss 
also hier für den ehen behandelten Fall sein 
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logm 



m 2 

was dieselbe Bedingung, nämlich 

Log m 3 

==- Jt M, 

m 2 

gibt; man erhält also auch denselben numerischen Wert für m. Es wird 
daher jene Spirale, für welche 

_ m = - 0*2744106 und y = (180-?') = 105° 20' 42 ' 
ist, sich selbst Evolute sein. Für sie ist 
r-i = l' 1546159 



Rectification. 

22) Die Integration des Ausdrucks für das Bogeudifferential gibt 
' die Länge des Bogens zwischen zwei Werten q? Q und yi : 



s = a Vi + m 



Man erhält 
i oder 




s = a 

m 



yi + m (e m <** — e m <P°) 



B = -Ü±» , (n-r„) (16) 

m 

Setzt man s = si — &>, so sind die beiden Teile, deren Differenz 
der Bogen ist, 



Vl + m 2 

si = ■ n 

m 



Vl + m 2 

so = : r 

m 



(17) 



Man erhält si aus s, wenn man hierin r = werden, d. h. den 
Punkt m zurückgehn lässt bis in den Pol 0. Es bedeutet dann si 
das Stück der Curve, das sich von <p = — oo durch unendlich viele 
Windungen hindurch bis <p = <p\ erstreckt. Ebenso bedeutet s einen 
Bogen, der sich erstreckt von y = — oo bis <p = (p . 

Es ist daher die Länge eines Bogens zwischen zwei Werten 
<po und (p\ gleich der Differenz zweier Bögen, die sich vom Pol 
beziehungsweise bis zu den Punkten cpi und <p* erstrecken. 

Die Länge des durch unendlich viele Windungen hindurch- 
gehenden Bogens ist endlich, sie ist 

Vl + m 2 n 

si = ! n = 



m cos y 

Digitized by VjOOQIC 
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Der Bogen ist also gleich der Länge der Tangente desjenigen 
Punktes mi, bis zu welchem der Bogen genommen ist. 
Fig. i3. Der Bogen zwischen zwei Punkten mo und m, ist gleich der 
Differenz der beiden Tangenten. Da 

n — ro 

s = 

COS y 

so hat man ro auf n von aus abzuschneiden, im Schnittpunkte auf 
n eine Senkrechte zu errichten, dann schneidet diese auf der Tan- 
gente von mi die Länge mt q ab, welche der Länge des Bogens 
m» mi gleich ist. 

Die Länge eines Bogens zwischen zwei Punkten, entsprechend <po und 
f/i , der Spirale, für die m = , ergibt sich aus 

/ i T+m 5 (e m< Pi — &*<Po) 1 = _0_ 
\ m Jm = o 

dZ 
wenn man bildet-—-; dieser Ausdruck wird für m = 0, <p\ — cpa\ daher 

dN 

s = a (qpi — 9?o) 
die allgemeine Formel für den Kreisbogen vom Radius a. 

23) Die Tangente eines jeden Punktes der Curve erscheint, wie 
wir gesehen, als der abgewickelte Bogen der ganzen Curve bis zu 
jenem Punkte. Die Curve selbst ist also die Evolute des Ortes 
von ti. Die Tangente mi ti ist die Normale der Evolvente, die Sub- 
tangente der Radiusvector. Da der Winkel zwischen beiden constant 
(90 — y) ist, so ist bei der Evolvente der Winkel zwischen Radius- 
vector und Tangente constant, nämlich y. 

Die Evolvente der logarithmischen Spirale ist daher 
wieder eine logarithmische Spirale, und zwar, da sie die Radien unter 
demselben Winkel schneidet, wie die ursprüngliche, eine dieser ähnliche. 

Die Coordinaten eines Punktes der Evolvente, ausgedrückt durch 
die des entsprechenden der vorgelegten Curve, sind 

r" = -^und z = y>~ (18) 

Es muss also nach der Curvengleichung 



'(* + i) 



r" = — ae m V* ' 2/ (19) 



sein. Setzt man — = e e lo £ m , so wird der Exponent von e 
m ' 



rlog m 



Wird ferner der constante Teil in der Klammer 

log m n 

-.-=02 . . . 

m 2 

gesetzt, so ergibt sich die Gleichung der Evolvente 

r" = aem(z-a2) 



!]) 

r 

.... (20) 
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oder bezogen auf eine Achse x", die mit der ursprünglichen x 
den Winkel a% einschliesst, so dass von ihr aus immer % — a% = x ist, 

r / = aem/ (21) 

Es ist somit die Evolvente eine der ursprünglichen 
Curve congruente Spirale, die aber auf eine Achse bezogen 
ist, welche mit der ersten den Winkel aa, bildet. 

Der Winkel az ist immer negativ, er ist gleich und entgegen- 
gesetzt dem Winkel ai , denn 

az = — a\ 

Es ist dies unabhängig von der früheren Untersuchung über die 
Evolute entwickelt worden. Es folgt, dies aber als ganz selbstver- 
ständlich ohne weiters aus dieser. Ist die Evolute genau dieselbe 
Spirale, wie die vorgelegte, also ihre Evolvente, so muss diese als 
Evolute betrachtet, die sich ja von der vorigen nur durch die Lage 
unterscheidet, wieder eine Evolvente geben, die sich zu ihrer Evolute 
ebenso verhält, wie diese zu der ihrigen, d. h. sie muss eine Curve 
sein, die, ihr congruent, nur um den Winkel a\ zurückgedreht ist. 

Die Spirale, die sich selbst Evolute ist, ist natürlich auch sich 
selbst Evolvente. 

Durch Abwickelung der Evolvente entsteht eine dritte, den beiden 
vorhandenen congruente Spirale. Wird dies fortgesetzt, so entsteht eine 
Schaar congruenter Spiralen, die alle im Punkte unter dem Winkel ai 
sich treffen, und von denen jede die Evolute der folgenden (entgegen der 
Richtung der wachsenden Winkel) und die Evolvente der vorhergehenden ist. 

Diese Schaar wird ergänzt durch die sich fortgesetzt ergebenden Evo- 
luten, von denen dasselbe gilt wie von den Evolventen. 

Bei gewissen Spiralen, also für gewisse Werte von m, wird der Fall 
eintreten, dass irgend eine der Evolventen, d. h. eine der Spiralen, die 
von der vorgelegton aus in der Richtung der negativen Winkel entstehn, 
und irgend eine Evolute, d. h. eine der Spiralen, die sich nach der andern 
Richtung hin ergeben, zusammenfallen. Die Schaar besteht dann ans 
einer gewissen Anzahl von Curven, deren jede mit der nächsten den 
Winkel a\ einschliesst, so dass der Kreis um durch sie in ebenso viele 
Teile a\ geteilt wird. Soll nun irgend eine n-te Evolvente, oder, was 
dasselbe ist, irgend eine n-te Evolute in die ursprüngliche Spirale hinein- 
fallen, so muss 

a\ = — 
n 

oder einem Vielfachen hievon gleich sein. 

Die vorgelegte Spirale ist die Erzeugende der 1. Evolvente oder der 
(n— l)-ten Evolute und zugleich die Erzeugte der (n— l)-ten Evolvente 
oder der 1. Evolute; aber auch die Erzeugende der (n-f l)-ten Evolvente 
oder der (2n— l)-ten Evolute und zugleich die Erzeugte der (2n— l)-ten 
Evolvente oder der (n + l)-ten Evolute u. s. f. Die Spirale erzeugt sich 
in ewigem Kreislauf immer wieder mittelbar aus sich selbst, durch eine 
Schaar von Curven, die sich alle unter einander stets gleich bleiben, und 
von denen selbst jede die Erzeugende und die Erzeugte der zwei ihr be- 
nachbarten ist. 

Die ganze Schaar dieser Curven fallt in eine einzige zusammen 
in dem früher behandelten Fall, wo a\ = 2 n ist; die Spirale ist Erzeugende 
und Erzeugte zugleich, sie erzeugt sich immer wieder unmittelbar aus 
sich selbst. 

Es gibt natürlich mehrere solche Spiralen, da die Drehung, nach wel- 
cher die Curve als Evolute erscheint, und nach welcher sie sich dem Auge 
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doch immer in unveränderter Lage als ewig dieselbe zeigt, nicht nur 2 jt, 
sondern anch Vielfache von 2 ti betragen kann ; darnach werden sich ver- 
schiedene Werte von m ergeben, also verschiedene Spiralen, die diese 
Eigenschaft besitzen. 

So ergibt sich z. B., wenn ai = 4 n sein soll 

m = 01642700 und y = 80° 40' 17" 

Die Sc haar wird aus zwei Curven bestehn, wenn die 2. Evol 
vente oder die 2. Evolute in die vorgelegte fällt, wenn also a\ = a ist. 
Es muss m der Bedinguug genügen. 

Logm ji 



m 2 

Man findet nach dem früher angegebenen Verfahren 
m = 0*4745409 und y =- 64° 36' 0' 
Für diese Spirale ist 

Log m = n . 0- 1079084 
n — 1*2820601 

Die Seh aar wird in drei Curven zusammenfallen, wenn ai = 
120°; es muss in diesem Fall 



3 



Log m ji 

= — M 



m 6 

Es ergibt sich 

m = 0*6949704 und y = 55° 12' V 

Für die Construction hat man 

Log m = n. 0*1580336 
n = 1*4389099 

71 

Man wird vierSpiralen erhalten, wenn a\ = — - ; dies ist der Fall, 

wenn m = 1 und y =- 45° 

Für diese Spirale ist 

Log m = n . 0*2273960 
n - 1*68809 

2* 
Damit nur fünf Spiralen erscheinen, muss a\ = — = 72° sein, 

5 
oder Log in n 

— M — 

m 10 

Man findet 

m = 1*7126611 und y - 30° 16' 48" 
Log r n = n . 0*3894523 
rt = 2*4516152 

Mehr gleiche Teile von 2 n kann man auf diese Weise nicht erhalten. 

2 71 

Sollte z. B. a\ = — sein, dann mtisste die Bedingung erfüllt werden 
6 

Log m = n 

m 6 

Es war früher gefordert, dass 

Log m 7t 

M — 

m 6 

es müsste also jetzt für irgend ein m' 

Log m' Log m 

m in 
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oder m'm = m -*' 

was nicht möglich ist, wenn, wie hier, m = m' = 1 unzulässig ist. 

n 
Die früher bestimmten Werte von m waren sämmtlich grösser als—; 

hier zeigt sich, dass dieser überhaupt unmöglich. Es wird daher wahr- 
scheinlich eine Grenze geben, unter die a\ nicht herunter kann, also ein 
Minimum von m 

24) Der Ausdruck für ai zeigt, dass der Winkel um so 

grösser wird, je mehr sich m der Grenze — nähert; im Grenzfalle, 

oo 

wo also m = , wird at unendlich. Wächst nun m , so wird a\ 
kleiner, wird, wenn m = 1 geworden, — , und nimmt dann weiter 

ab. Nun wird aber ein kleinster Wert sich ergeben, wenn — ^— , 

° m 

positiv wachsend, seinen grössten Wert erreicht hat. Bezeichnen 
wir diesen Ausdruck mit y, so ergibt sich 

d y 1 — log m 

dm m 2 

d 2 y —3 + 2 log m 

dm 2 " m 2 

Der Wert, der den 1. Differentialquotienten gleich Null macht, das 
ist logm = l oder m — e, macht den 2. negativ; es ist daher für 
den obigen Bruch 

log e 1 

e e 

ein Maximalwert, und 

71 1 

2-T^ 01 
ein Minimum. 

Es ist somit für jene Spirale, bei der 

m = e = 2-7182818 und y = 20° 11' 51" 
der Winkel 

a\ min = 68° 55' 19" 

Zur Construction hat man 

Log r n = n . 0-6181265 
n = 4-1507400 

Für alle grösseren Werte von m wird — — immer kleiner, da- 

TZ 

her a\ immer grösser, bis es wieder wird, wenn m = oo geworden. 

Der Winkel a\ nimmt demnach von oo an ab, wenn m von 
anwächst. Ist m = e geworden, so hat a\ seinen kleinsten Wert 

4* 
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erreicht, nämlich 68° 55' 19". Wächst m weiter, so wächst auch wie- 
der ai bis — , wenn m = oo. 

Es ist selbstverständlich, dass die Schaar von Curven, die einander 
Evolute und Evolvente sind, auch aus sechs, sieben, kurz, aus jeder be- 
liebigen Anzahl bestehn kann. Nur ist niemals der Winkel a\ kleiner 
als der gefundene kleinste Wert. Es stehn dann aber auch nicht zwei 
benachbarte Spiralen in jenem Verhältnis zu einander, sondern irgend 
welche aus der Schaar, die eben den bestimmten, dem Werte von m ent- 
sprechenden Winkel a\ bilden. 

Es wird auch andererseits viele Spiralen geben, für die alle die Schaar 
in eine, in zwei, in drei Curven u. s. f. zusammenfällt. 



Quadratur. 

25) Für das Flächendifferential ergibt sich 

d S = 4~ a 2 e2m<p i\(p (22) 

und hieraus die Fläche eines Sectors zwischen zwei Radien 
ro und n entsprechend den Winkeln (po und <pt 

i I 2ra< P A 2 

S = |a 2 | e &<P = t- (* 2m<pi — e 2m H . . (23a) 

J cpo 

Werden die Radien eingeführt, so ergibt sich 

ri 2 ro 2 

S = f- ^~ (23b) 

4 m 4 m 

Wird hierin ro = 0, so wird die Fläche, die der Radius vector von 
ro = bis r = n beschreibt 

Si=-P- (24a) 

4 m 

Es bedeutet demnach So die Fläche eines Sectors, den der Radius- 

vector von aus durch alle Windungen hindurch bis n beschreibt. 

Dieselbe Bedeutung hat der Ausdruck 

So = — (24b) 

m ' 

Es ist mithin die Fläche S zwischen zwei Radien ro und n gleich 
der Differenz zweier Sectoren, die sich beide durch die unendlich 
vielen Windungen von aus bis beziehungsweise n und ro erstrecken 

Fig, i3 26 ) Der Ausdruck für den Sector Si lässt sich schreiben 

n 2 1 n 1 1 

Si = f- = 4 n — = -=- n . Ot = 4 A Omi ti . (25a) 
4m 4 m 4 2 ^ v ' 

d.h. die Fläche des Sectors bis zum Radius n ist gleich dem 
halben Dreiecke, das vom Radiusvector , der Tangente und der 
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Subtangente desjenigen Punktes gebildet wird, bis zu welchem der 
Sector genommen ist. 

Ebenso ist 1 

So = -i-AOmoto (25b) 

Daher ein Sector zwischen den Radien ro und r, 

S = -^(AOm!ti - AOmoM .... (25c) 

Da die beiden Dreiecke ähnlich sind, so ist der Unterschied derselben, 
wenn man durch Drehung des Dreieckes mo to die Seite mo auf 
nii und to auf ti bringt, so dass mo to = Lo Ko wird, ein Trapez ; 
es ist dann t 

S = — mt ti Ko Lo (25d) 

27) a) Aus dem Ausdruck (24a) für Si ergibt sich das Verhältnis 

Si:Sn = n 2 :r n 2 
d. h". zwei Sectoren, beide von aus bis beziehungsweise n und r n 
verhalten sich wie die Quadrate ihrer grössten Radien. 

b) für zwei Sectoren Si zwischen ro und n , und S', zwischen 
r n -i und r u erhält man 

S:S' = n 2 — ro 2 :r n 2 — r n -l 2 

c) Gehören die beiden Sectoren gleichen Centriwinkeln an, so dass 
(p\ — <po = <pn — <pn— 1 = ol , SO ist 

ro = a e m v° und n=ae ni ^ + a ) = r ° ema 
r n _i = a e m <P»- 1 und r n = a e m ^ n " 1 + «) = r n -i e ma 
die QuadratdiiFerenzen werden dann 

ro 2( e 2ma_ 1} und r 2 n __ 3 ( e amii_ 1 ) 

und es verhält sich 

S:S' = ro 2 :r n -l 2 

d. h. zwei Sectoren, die an der Spitze denselben Winkel haben, ver- 
halten sich wie die Quadrate ihrer kleinsten Radien. 

d) Sind die beiden Sectoren unmittelbar benachbart, so dass 

r n _i = n = ro e ma und r n = r n -i e ma = ro e 2ma 

so ergibt sich 

S:S'=l:e 2ma 

Die Sectoren wachsen in geometrischer Progression mit dem Quo- 
tienten e 2ma . 

28) a) Sind n und 1*2 die Radien eines Sectors der Spirale, n' 
und iV die in ihnen liegenden Radien der Evolute, so sind, wenn 
wir alle auf die Achse x beziehen, 

n = ae m ^ und ri' = ae m (" ai + ( p |) =n e"" mal 
r2 = a e m< ^ und ra' = ae m ("~" al + ?*) = r 2 e"" mal 
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Der Sector der vorgelegten Spirale ist 

S = -^(r2 2 -n 2 ) 
4 m 



S' = ^-(r 2 2 — n 2 )e- 2mai 
4m 



der in ihm liegende der Evolute 

demnach 

S:S' = l:e" 2mal = e 2ma, :1 

b) Die zugehörigen Bögen sind 

1*2 — ri . , rg — n _ m 

s = und s = e mai 

COS y COS y 

daher 

s:s' = l:e- mi =e mot :l 

c) Es verhalten sich somit die beiden Sectoren, wie die Quadrate 

ihrer Bögen: 

S : S' = s 2 : s' 2 

d) Ist S" der entsprechende Sector der Evolvente der vorgelegten 
Spirale, so muss nach dem vorigen 

S : S" = 1 : e 2mai 

und 8:8" = !: e mm 

e) Daher besteht zwischen den drei Sectoren über demselben 
Winkel das Verhältnis 

S' : S : S" = 1 : e 2mal : e 4mai 
oder S' : S = S : S" 

f) Für die Flächenstücke zwischen den Bögen ergibt sich das 
Verhältnis 

S' : S — S' : S" — S = 1 : e 2mm — 1 : e 2mctl (e 2mm — 1) 



Im Weiteren wollen wir einige Curven betrachteu, die an der 
logarithmischen Spirale auf verschiedene Arten erzeugt werden. 

Fusspunktcurve. 

Fig. i4. 29) Sie ist der Ort des Fusspunktes der Senkrechten, 
die von auf die Tangente gefällt wird. 

Die Länge dieser Senkrechten zwischen und der Tangente 
des Punktes im (Fig. 14) ist immer 

Opi=rtsiny= = T (26a) 

Vl + m 2 

Dies ist zugleich der Radiusvector r'" eines Punktes der Curve. 
Der Winkel, den dieser mit der Achse x einschliesst, ist 

w = (p — (90 — y) (26b) 
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Dies sind die Coordiiiaten von pi. Die Gleichung des Ortes von 
pi leiten wir ebenso ab, wie die der Eivolute. Nach der Curven- 
gleichnug müssen r'" und yj in folgender Beziehung stehen 

r"' = - l _ - ae m ^+^-^ .... (27a) 
Kl +m 2 

Durch analoge Transformation wie früher ergibt sich 

r'" = ae m (v-«3) (27b) 

worin 



logVl + m 2 . n 

az = — : \- arc cotg m — ... 28a) 

m 2 

gesetzt ist; setzt man yj — a3 = yj\ so ist die Curveugleichung 

r w = ae m ^ (29) 

bezogen auf eine Achse x'" , die mit der Achse x den Winkel a* 
einschliesst. 

Die Fusspunktcurve der logarithmischen Spirale ist demnach 
ebenfalls eine der vorgelegten congruente Curve, die gegen 
diese um den Winkel m gedreht erscheint. 

30) Der Winkel aa ist für positive m, also linksgewundene 

TZ 

Spiralen, immer negativ und kleiner als — . 

31 

Für m = , wo arc cotg m = — , ist der Winkel 
log (1 + m 2 ) m 



2m m = o 1-fm 2 
d. h. der Kreis ist sich selbst Fusspunktcurve. 
Für m = oo 5 wo arc cotg m = , ist 

lOg (1 + m 2 ) 31 1 31 31 

m ~~"~ 2m 2m=^oo 2m 2 2 

d. h. übergeht die Spirale in die Gerade Ox, so übergeht die Fusspunkfr 
curve in die auf x in Senkrechte. 

Zur Berechnung von as wird man sich folgender Formel bedienen 

Log (1 + m 2 ) . . Tz , , . 

m= 2mM +arccotgm~— . . (28b) 

Brennlinie durch Reflexion, oder Katakaustika. 

31) Wird der Pol als leuchtender Punkt angesehen, von 
dem die Strahlen ausgehen, die an der Curve reflectirt werden, so 
ist der Ort des Schnittpunktes zweier unendlich nahen reflectirten 
Strahlen die Katakaustika oder einfach Kaustika. 

Die Katakaustika ist die Einhüllende der reflectirten 
Strahlen. 

Da die hohle Seite der Curve immer gegen gekehrt ist, so 
werden die reflectirten Strahlen nach derselben Seite hin convergiren 
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und es wird die Brennlinie der Ort der reellen Schnitt- 
punkte der reflectirten Strahlen sein. 

Fig. m. 32) Der Strahl mi , der in mi einfallt, wird so reflectirt, dass 
er nach der Reflexion mit der Normale in mi denselben Winkel bildet, 
wie im Einfallen, nämlich den Winkel (90 — y). Die Distanz des 
reflectirten Strahles im ki vom Pole wird daher sein 

c = r sin 2 (90 — y) = sin 2 y 

Der Winkel, den er mit der Achse x einschliesst, ist 

€ = <p — 180 + 2 y 

Bedeuten r lv und <p iy die laufenden Coordinaten, so ist die Gleichung 
des reflectirten Strahles 

r iv = c = rsin2 r , 2 9) 

sin(^ IV — e) sin(<p + 2 r -V v ) ' ' ' K } 

Während sich nun der Einfallspunkt auf der Spirale weiter be- 
wegt, wird auch der reflectirte Strahl seine Lage immer ändern, da 
r und <p sich ändern. <p ist, da r als Function von <p ausgedrückt 
erscheint, der Parameter der Gleichung des Strahles, der dessen Lage 
bestimmt. DiiFerentiiren wir daher die (auf Null reducirte) Gleichung 
des reflectirten Strahles nach diesem Parameter <p, so erhalten wir 
die Gleichung des unendlich nahen reflectirten Strahles; der Schnitt- 
punkt der beiden muss dann beiden Gleichungen genügen. Eliminiren 
wir also aus den beiden den Parameter <p, so erhalten wir die 
Gleichung des geometrischen Ortes des Schnittpunktes ki. 

Die obige Gleichung lautet 

F = r IV sin (<p + 2 y — qP) — a e m< ^ sin 2 y = 
Nun ist 

3 TT 

— - = r lv cos {<p + 2 y - w lY ) — am e m ^sin 2 y = 

Durch Division der beiden Gleichungen ergibt sich 
t g (9? + 2y-^ ) = _L 

daher 

sin (<p -f 2 y — <p IV ) = 



Vl+m 2 
Andererseits ergibt sich 

cp = arc tg 2 y -\- (p lw = tp lY - 



m 

Setzen wir die gefundenen Werte in die Gleichung dea Strahles ein, 
so ergibt sich als Gleichung der Katakaustika 

riT= 2m ^ ^-r) (30a) 

yi + m 
Es zeigt sich auch hier wieder, dass die Curve der vorgelegten 
ähnlich ist. Eine Transformation wie früher führt auf die Gleichung 
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r lv = ae m ^" a4 ) ...... (30b) 

worin 2 2 m 

a4 = arccotgm log , = .... (31) 

m 6 Vi+m 2 

gesetzt ist. Setzt man endlich <p lY — a* = co , so ist die Gleichung 

der Kaustika 

r iv = ae mco (32) 

bezogen auf eine Achse x IV , die mit der Achse x den Winkel cw 
bildet. Die Curve ist eine der vorgelegten congruente, 
nur um herum um die Grösse cw gedreht. 

33) Der Winkel zwischen dem Radiusvector n des Punktes mi (Fig. 14) 
der Spirale und dem Radiusvector r IV des zugehörigen Punktes ki der 
Kaustika ist (p ly — (p = y, der andere Dreieckswinkel an r lv , der 

'Winkel mi ki muss demnach ebenfalls y betragen und das Dreieck 
mi ki ist mithin ein gleichschenkliges, der einfallende und reflectirte 
Strahl sind einander gleich, es ist für alle Punkte der beiden Curveu 

mi = mi ki 
Der reflectirte Strahl im ki ist die Tangente an die Kaustika, 
er bildet mit dem Radiusvector r IV den Winkel y. Seiner Länge 
nach ist er gleich der halben Polartangente des Punktes ki , denn es ist 

r iv 

r = 

2 cos y 

Da aber die Tangente gleich dem Bogen Oki der Kaustika, so ist 

Oki = 2 im ki ^ 

Tragen wir daher den reflectirten Strahl auf seiner Verlängerung 
über mi hinaus von im aus auf, so dass im ki' = im ki = n , so ist 
die Strecke r iv -^ 

ki ki» = 2 mi ki = = ki 

cosy 

die Polartangente des Punktes ki oder der abgewickelte Bogen ki 
der Kaustika. 

Es ist auch in der Tat die Strecke k' J_ r 17 ; das Dreieck 
Omiki' ist wieder ein gleichschenkliges, der Winkel an der Spitze 
mi ist 2 y und wird durch die Tangente im pi des Punktes im hal- 
birt, es ist daher im pi _l_Oki', und die Winkel an der Basis mithin 
(90 — y). Nun ist aber ja ki mi = y , folglich ja ki ki' = 90° und 
% es ist Ok/ die Subtangenten von ki. Der Ort von ki' ist daher 
die Evolvente der Katakaustika. Der Radiusvector eines 
Punktes dieser Curve ki' bildet mit der Normale desselben Punktes, 
mit ki ki' den constanten Winkel (90 — y), folglich mit der Tangente 
den constanten Winkel y , die Curve ist mithin ebenfalls eine logarith- 
mische Spirale und zwar eine der vorgelegten ähnliche. 

34) Diese Curve, welche dadurch beschrieben wird, dass während 
der Einfallspunkt mi des Strahles die Spirale durchläuft, jedesmal der 
reflectirte Strahl in entgegengesetzter Richtung aufgetragen wird, 
ist die 
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Antikaustika 

der Spirale. Es ist nach dem bisherigen selbstverständlich, dass sie 
der vorgelegten Spirale congrnent ist. Sie ist ja die Evolvente der 
Kaustika, als solche dieser congrnent, daher auch der ursprünglichen 
Curve congrnent. Der Winkel zwischen Eanstika und Antikaustika 
ist — ai. Der Winkel as zwischen Antikaustika und der Vorgelegten 
wird demnach sein 

as = — a\ -(- cla 
mithin 

a5 = arccotgy- — lo gT ==^ — ^ . . . (33) 
m 1 1 + nr * 

35; Man findet auch direct, wie früher, die Gleichung der 
Curve 

r v =ae m ^" a,) (34j 

oder wenn man die Winkel q: — as = cot von einer Achse O x Y aus 
rechnet, die mit Ox den Winkel as bildet, die Gleichung bezogen 
auf diese neue Achse Ox v 

r v = a e mft>l (35) 

Es ergibt sich dann eben umgekehrt hieraus erst, dass a* — as = au 

In dem specieilen Falle, wo m = 0, ;' = 9tf\ werden die Strahlen aus 
0, die normal einfallen, in sich selbst reflectirt, es ist c^rsin2y = 0, 
der Schnittpunkt der reflectirten Strahlen ist der leuchtende Pnnkt selbst. 
Die Brennlinie wird also im Kreise, wenn der Mittelpunkt leuchtet, ein 
Brennpunkt. 

Im zweiten Grenzfall, m = oo, ;' = 0, wo die Spirale in die Gerade 
Ox fäUt, ist 

1 2 

- log -7=^ =0 

m )l + m- 

daher ai = 0; die Katakaustika fallt in die Gerade hinein. 

Die Antikaustika ist im ersten FaU, beim Kreise, ein Kreis vom dop- 
pelten Radius; denn es ist 

r v = 2rsin7 = 2r. 

Zur Berechnung der beiden Winkel a* und as hat man 

. Log 2 m . Log(l + m 2 ) f . 

a4 = arccotgm rhr- +. — OT »u — - ■ . • (M) 

m M 2m M 

. Log 2 . Log(l + m 2 ) n , Q7 > 

as = arccotgm _^_ + -^^ . (37) 

36) Bei jenen Spiralen, die sich selbst Evolute und Evolvente 
sind, müssen auch Eanstika und Antikaustika zusammenfallen ; es muss 

a4 — os = ai = 360° 



Bei einer Spirale, für die (Fig. 14.) 

vir 

m =— — und y = 60° 

ö 

ist, ist das im Allgemeinen gleichschenklige Dreieck Omi ki, 

, Google 
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der einfallende, der retiectirte Strahl und der Radiusvector des Punktes 
ki der Kaustika bildet, ein gleichseitiges; denn der Winkel an 
der Spitze mi ist 2 (90 — y) = 60°, die Winkel an der Basis daher 
ebenso gross. Es ist also der Radiusvector der Spirale um 60° ge- 
dreht, um als Radius der Kaustika zu erscheinen. Dies ist mit allen 
Radien, also mit der ganzen Spirale geschehen , d. h. es ist in diesem 
Falle der Winkel 

ou = y = 60° 
Bei einer Spirale, für die 

m = VTund y = 30° 

ist das Dreieck Omi k'i, das vom einfallenden, dem nach rückwärts 
verlängerten reflectirten Strahl und dem Radiusvector des Punktes 
ki', der Antikaustika gebildet wird, ein gleichseitiges. Der 
Winkel an der Spitze bei mi ist 2y = 60°, daher auch der Winkel 
zwischen zwei gleich grossen Radien der Antikaustika und der Vor- 
gelegten oder zwischen diesen Curven selbst 

ces = — 2 y = — 60° 

Man findet auch hier wieder durch versuchsweises Verfahren gewisse 
Werte von m , für welche a\ oder a.-> gleich 2 ji werden. So ergibt sich für 
m =- 0*1953788 oder y ~ 78° 56' 41" 

Ct4 = 2 71 

und für 

m = 0-1113016 oder y = 83° 38' 56" 
ab = — 2 n 
Zur Construction jeuer Spirale, bei der die Kaustika in die Vorgelegte 
fällt, hat man 

Logm = n. 0*0445338 

n = 11079846 

für die Spirale, die mit ihrer Antikaustika zusammenfallt, ist 

Logm =n. 0*0253095 

n -= 1-0600088 

37) Werden die von kommenden Strahlen (Fig. 15) an 
der Curve gebrochen, darnach nach rückwärts verlängert, so ist 
die Einhüllende dieser letzteren die 

Diakaustika. 

Der Einfallswinkel ist längs der ganzen Curve constant (90 — y\ Fig. 15. 
daher auch der Brechungswinkel ß constant, denn das Verhältnis 
sin (90 — y) _ cos y _ 
sin ß ~ sin ß 
ist ein constantes. Die so gebrochenen Strahlen werden jenseits der 
Spirale divergiren, nach rückwärts verlängert convergiren. Wir wollen 
nun den geometrischen Ort des Schnittpunktes zweier 
unendlich naher gebrochener Strahlen, d. h. die Brenn- 
linie durch Refraction suchen. 

Sind die laufenden Coordinaten des gebrochenen Strahles r 71 und 
<P VI , sein senkrechter Abstand von c, der Winkel, den er mit der 
Achse Ox bildet e, so ist seine Gleichung 
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r VI = --74 *\ ( 38 )^ 

smfa 71 — e) x 

a) Geschieht nun die Brechung zum Lot, so wird der ge- 
brochene Strahl zwischen Radius und Nonnale des Curvenpunktes. 
in welchem die Brechung erfolgt, liegen und wird mit dem Radius 
einen Winkel (90 — y — ß) bilden; es ist daher 

c' = rsin(90 — [y + £|) = r cos (y + ß) . . . (39a) 
Da ferner 

<p = s 4-90° — y — ß 

so ist 

<p yl — *' = 90° + <p VI — <p — y — ß . . . (39b) 

Die Gleichung des gebrochenen Strahles ist somit 

r vi =aemy .«yfr+fl - .... (40) 

cos (<p yi — <p — y — ß) ' 

Die Untersuchung ist nun dieselbe, wie bei der Kaustika; 
schreibt man 

F = r VI cos (<p yi ~(p — y — ß) — a,e m <P cos ( y + ß) = 
und bildet 

J^ = r VI sin (<p vi - w — y — ß) — a m e m v cos (y + ß) = O 

so ergibt sich 

tg (<p VI - tp - y - ß) = m = tg (y - y) 

und hieraus 

cos (<p yi -<p — y-ß)= — — 

Kl -{-vor 

so dass die Gleichung des geometrischen Ortes des Schnittpunktes 
zweier unendlich benachbarter gebrochener Strahlen ist 

r VI = cos (y + ß) Vi + m 2 a e m (f 1 - y - ß) . . (41) 

Die Gleichung ist bezogen auf die Achse Ox und zeigt, dass 
die Curve eine der brechenden ähnliche ist. 

Setzt man 

cos (ß + y) VT+~m* = g = e 10 * * 
so wird der Exponent von e 

•k-T-'+^-Kd+'-i 1 )} 

Setzt man ferner 

— F + "- ! ^ f < 42 > 
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so erhält man als Gleichung der Cur ve, wenn man noch <p yl — a« = 
cos setzt, 

r VI = ae mtt>a (43) 

die bezogen ist auf eine Achse x^ 1 , die mit der Achse x den 
Winkel cn einschliesst. Die beiden Curven sind also wieder 
congruent und unterscheiden sich nur durch die Lage. 

b) Geschieht die Brechung vomLot, so wird der nach rück- 
wärts verlängerte gebrochene Strahl zwischen Radiusvector und Tan- 
gente liegen; der Winkel, den er mit dem Radiusvector bildet, wird sein 

< im b ' = y — (90° — ß) 
Es ist daher hier 

c" = — r cos {ß' + y) 

Ferner ist anstatt (<p yi — e) zu setzen (e" — <p Yl ) ; nun ist 

e" = — 90° + <p+ß + y 
daher 

sin (/ — <p, VI ) = — cos (cpi Yl — <p — ß — y) 

Die Gleichung des gebrochenen Strahles ist somit 

r y. = ae ^_^ifl_ . . , . (44) 
COS (991^— <p — ß — y) x 

Es ergibt sich wie froher 

tg(<pi Yl -<p — ß' — y) = m 

nun ist aber jedenfalls q>i yi grösser als der Winkel q? yi , daher auch 
der Winkel, dessen Tangente gleich m, grösser als der frühere. Wir 
müssen also hier setzen 

tg fo VI - 9 -ß - 7) = 1» = tg (3 |- - y) 
dann ist 

und es ist in diesem Falle der Winkel zwischen der Diakaustika und 
der Vorgelegten 

„•_.£+,-*<: w 

worin g von dem obigen g sich nur dadurch unterscheidet, dass darin 
anstatt ß der Brechungswinkel ß? bei der Brechung vom Lote vorkommt. 

38) Die Brennlinie durch Refraction der Strahlen, die 
von kommend auf der logarithmischen Spirale auffallen, gleichviel 
ob die Brechung zum oder vom Lot erfolgt, ist eine ebensolche 
Spirale, wie die brechende, dieser congruent, jedoch um 
den Ursprung gedreht um die Grösse m oder a*. 

Die Grössen ß und g, beziehungsweise ß und g', sind für be- 
stimmte Spiralen neben m auch noch vom Brechungsexponenten n 
abhängig. Ist dieser gegeben, so ist auch ß bestimmt und umgekehrt. 
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Zur Berechnung von m hat man 

logg = Logcos(l + r) Log(l + m 2 ) } 

m mM ^ 2mM ' 

39) Wir haben für die Brechung zum Lot gefunden <p = 

TZ 

cp Yl — - — ß ; daraus folgt für den Winkel zwischen dem Eadius- 
vector r eines Punktes m der Spirale und dem Radiusvector r VI eines 

TZ 

Punktes b der Diakaustika derselben <p Yl — <p = — -(- ß, daher der 

Winkel bei b in dem Dreiecke b m immer gleich y ; der gebrochene 
Strahl ist die Tangente des Punktes b der Diakaustika. Der Radius- 
vector r VI des Punktes b bildet mit der Subnormale des Punktes m 
den Winkel ß, daher auch umgekehrt die Subtaugente von b mit dem 
Radius r von m den Winkel ß. So kann man leicht den zum Punkte 
m der Spirale gehörigen Punkt b der Diakaustika derselben finden, 
wenn der Brechungswinkel ß bestimmt ist. Man hat einfach den ge- 
brochenen Strahl m b mit einer Geraden zu schneiden, die von aus 
so gezogen wird , dass sie mit der Subnormale von m den Winkel ß 
bildet, und zwar ist diese Gerade ausserhalb des Winkels zwischen 
Subnormale und Radiusvector zu ziehen. 

Bei der Brechung vom Lot hat sich ergeben cp = <pi VI — 3 — -/J»; 

z 

es ist also der Winkel zwischen dem Radius r der Spirale und n VI 

TZ 

der Diakaustika «pi 71 — <p = 3 — -f- ß\ dies ist jedoch der erhabene 

Winkel, es wird also der spitze Winkel zwischen den beiden, der dem 

Dreiecke m b' angehört, sein — — ß\ Der Winkel bei m ist Omb'= 

ß 4- y ~ 90°, folglich der dritte Winkel b' m = 180 — y. Das ist 
der Winkel, den der gebrochene Strahl mit dem Radiusvector bildet; 
jener ist die Tangente im Punkte b' der Diakaustika. Der Radius- 
vector n VI bildet mit der Subtangente von m den Winkel ß\ 

40) Ist für einen Punkt m der Spirale der Krümmungs- 
mittelpunkt n, also der zugehörige Punkt der Evolute bestimmt, so 
lässt sich durch denselben leicht der entsprechende Punkt b der 
Diakaustika finden. 

Es ist die Strecke m n als Normale von m , oder Tangente von n 

r 

mn = - — 
sm y 

Andererseits verhält sich bei der Brechung zum Lot in dem 
Dreiecke m b 



m b : r = sin ( — + ß\ : sin y 



woraus 
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Bei der Brechung vom Lot findet man analog 



m 



b' : r = sin ( -^ — ß I : sin {n — y) 



oder mb ' = r^ 

siny 

Es ist mithin im 1. Fall m b = mn cos ß 
im 2. Fall mb' = mn cos ß 

Es sind ß und ß die Winkel zwischen Normale und gebrochenem 
Strahl; mithin ist in beiden Fällen die Strecke mb die Projection 
der Normale auf den gebrochenen Strahl. Man erhält also 
den Punkt b der Diakaustika, wenn man vom Punkte n der 
Evolute aus auf den gebrochenen Strahl eine Senkrechte 
fällt; der Fusspunkt derselben ist der Punkt der Brennlinie 
durch ßefraction 3 ) 

41) Ist n gegeben, so lässt sich ß in folgender Art durch 
m und n ausdrücken: 



cos y m 


n n Vi _j_ m * 


Vn 2 (l+m 2 )-m 2 


nVl + m 2 
m 

y 



cos ß- 

daher 

ß = arc tg - 

' Vn 2 (l+m 2 )-m 2 

Dieser Ausdruck zeigt, dass zum Zustandekommen reeller Werte 
von ß die Bedingung erfüllt sein muss: 

m 
n> 



Vi + - 



r*2 



m Ä 

Der Wert des Bruches ist immer kleiner als Eins; nur wenn 
m = oo ist er gleich Eins. 

Bei der Brechung zum Lot ist n>l, es entspricht also n 
ohne weiters der Bedingung. 

Bei der Brechung vom Lot ist n<l; hier muss die Be- 
dingung erfüllt sein 

l>n>-=r 
^Vl + m 2 

m 

Ist n = , so ergibt sich tg ß «= oo und ß = 90°, d. h. der 

yi + m- r r 



3 ) S. Bernoulli opera I. Nro. 56, e, pag. 554: „inveniuntur autem eius puncta, 
demissa perpendiculari ex puncto Evolutae ß in radium refractum incidentis A H: 
intersectionis eniin locus erit Dia - Caustica expositae spiralis DHM, eademque 
numero cum illa" . . . 
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Strahl wird derart gebrochen, dass er in der Tangente weiter geht. Der 
Ort der Schnittpunkte der gebrochenen Strahlen ist in diesem Falle die Spirale 
selbst, wie sich dies anch ans der früheren Ableitung ergibt, wenn man 
berücksichtigt, dass dann c = — r (ß + y) = r sin y und e" = <p + y wird. 

42) Liegt umgekehrt die Frage vor, bei welchen Spiralen sich 
noch eine Brechung für einen bestimmten Brechungsexponenten er- 
gibt, so sieht man, dass, damit ß reell ausfalle, 

m<-JU- 
Vl-n* 
sein muss. Die Wurzel ist reell, da bei der Brechung vom Lot, um 
die es sich ja bei dieser Frage handelt, da nur sie in eine totale 
Reflexion übergehen kann, immer n <C 1 ist. 

Für alle Werte n <C -^- V2 ist der Wert des Bruches kleiner als 
2 

Eins, es muss für diese m<l ist. 

Für alle Werte n > — V2 ist der Wert grösser als Eins und 
wird für n = 1 unendlich gross. Mit ihm kann auch m wachsen. 

Ist wieder m = , so ergibt sich wie früher, der grösste 

V 1 — n a 
Brechungswinkel; es ist tgß — oo und ß=90°. 

Ist n = l, so ist 90 — y = ß, der Strahl geht ungebrochen 
weiter; der geometrische Ort der Schnittpunkte der gebrochenen 
Strahlen ist in diesem Falle der Punkt , da cos (ß + y) = , so 
wird auch r VI = 0. 

Ist m = oder y = 90°, der Einfallswinkel 90 — y = 0, so muss 
auch ß = werden. Der senkrecht auffallende Strahl geht unge- 
brochen weiter. 

Perikaustika. 

Fig. H. 43 ) So nennt Bernoulli jene Curve, die der von kommende 
an der vorgelegten Curve reflectirte Strahl beschreibt, wenn 
dieser in der Verlängerung des einfallenden Strahles über 
die reflectirende Curve hinaus aufgetragen wird. 

Wir haben gesehen, dass in unserem Falle der reflectirte Strahl 
bis zur Berührung mit der Kaustika gleich ist dem einfallenden. Es 
wird daher der Radiusvector der Perikaustika immer gleich dem 
doppelten Radiusvector des entsprechenden Punktes der vorgelegten 
Spirale sein, während beiden Punkten derselbe Winkel y angehört. 
Es wird demnach, wenn r vn der Radiusvector der Perikaustika ist, 
die Gleichung sein 

r vn =- 2 a e m ? (47a) 

oder, wenn man 2 — e lo £ 2 setzt , 

r v« = ae ,B ^- B? ) (47b) 
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»worin j 2 

a 7 ---^ .: . (48) 

m 

bedeutet. Zählt man die Winkel, deren jeder um die constante 
Grösse ai zu vermindern ist, erst von einer Achse Ox vn aus, die 
mit der Ox diesen Winkel ai bildet, so sind cp — m = co4 die Winkel, 
und die Gleichung der Perikaustika bezogen auf diese neue Achse 
ist dann 

r v n = aema>4 (49) 

Es sind also auch diese beiden Curven als congruent anzusehen. 
Zur Berechnung des Winkels m hat man die Formel 

mM ' 

er ist immer negativ und nimmt mit wachsendem in ab. 

44) Auch dieser Winkel kann den Wert —2n erreichen, d.h. 
es kann der Fall eintreten, dass die Perikaustika in die Vorgelegte 
fällt, oder dass man durch Verdoppelung des Radiusvectors eines 
Punktes einen Punkt derselben Curve trifft, der der nächsten Wen- 
dung angehört. Dies ist der Fall, wenn 

m-—^J=- 0-1108177 

y 83° 42' 17" 
Zur Construction hat man 

Log r n =n. 0-0250858 
n — 1-0594629 

Es wird der Winkel an -= — 4 n , — 6 n , — 8 n , . . . , wenn m 
gleich—,—,—, ... jenes Wertes von m wird. 

71 3 

Umgekehrt wird m ---= — -— , — n, — — n , wenn m gleich ist 

4 
dem 4-, dem 2-, dem —-fachen des obigen Wertes. 

3 

45) Wird der Krümmungsradius (Fig. 14) eines jeden Punktes 
irgend einer Curve in entgegengesetzter Richtung auf- 
getragen, so beschreibt der Endpunkt desselben eine Curve, die die 

Antevolute 

heisst. Ist m ein Punkt der vorgelegten Curve, n sein Krümmungs- 
mittelpunkt, so liegt der entsprechende Punkt der Antevolute n in 
der Verlängerung von mn über m und zwar in der Entfernung mn 
von m. Der Radiusvector von n lässt sich aus dem Dreiecke m u ? 
bestimmen. Es ist nämlich die Seite m = r , daraus m n = m n = 

Y 

-. — , daher die dritte Seite: 

5 
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r VIII2 = r 2 (4 + m 2) (41) 

Den Winkel, den Ou mit Ox bildet, ^ vnl , erhält man aus 
folgendem : 

n : m n' == sin (90 + y) : sin (?; — - ^ vni ) 
daher 



sin (<f? — (p wlu ) 
Hieraus ergibt sich 



r coto* v m 



<p = ^vm _|_ arc tg — 

Substituirt man nun r und 99, ausgedrückt durch r vni und q?™ 1 , in die 
Curvengleichung, so ergibt sich als Gleichung der Antevolute 

r vm __ y4 + m 2 a e m ^ vm + arc * ~ ) . . . . (42) 
Setzt man cos — <p vm — as , worin 

m , 1 



m = — (arc tg — -\ log U + m 2 ) .... (43) 

z m 

bedeutet, so ist die Gleichung der Antevolute bezogen auf eine 
Achse Ox vm , die mit der Achse Ox den Winkel a« einschliesst, 

r rai„ ae m<m (44) 

woraus folgt, dass auch sie eine der ursprünglichen congruente 
Spirale ist. 

46) Man findet durch versuchsweises Verfahren einen Wert 

m = • 1115543 oder y = 83° 38' 5" 

für den as = — 2 71 wird. Zur Construction dieser Spirale, die sich 
selbst Antevolute ist, hat man 

Logr n — n. 00253670 
n = 1-0601492 

47) Unter der 

Cycloidalis 

endlich versteht Bernoulli jene Curve, welche entsteht, wenn irgend 
eine Curve auf einer andern, der ersteren aber ähnlichen 
und gleichen Curve rollt, d. h. wenn eine Curve, umgelegt, auf 
ganz derselben Curve in der früheren Lage rollt, und zwar so, dass 
sich immer die beiden Curven in ähnlich gelegenen Punkten berühren, 
wobei der die Curve erzeugende Punkt der Mittelpunkt der rollenden 
ist. Er nennt sie Cycloidalis wegen ihrer Verwandtschaft mit der 
Cycloide. 

In unserem Falle ist die feste Curve eine durch einen gewissen 
Wert vod m bestimmte log. Spirale; die auf dieser sich wälzende 
ist eine ebensolche von derselben Art. Sie erscheint jedoch entgegen- 
gesetzt gewunden, da sie umgelegt ist. Aehnlich gelegene Punkte 
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in den beiden Spiralen werden solche sein, die vom Mittelpunkt die- 
selbe Entfernung haben, d. h. es muss für sie 

mi = mi 0' = r 
sein. Findet Berührung statt, so fallen die beiden Tangenten und 
ebenso die beiden Normalen zusammen. Die Winkel, die die beiden 
Radien Omi und O'mi mit der Normale bilden, sind gleich; anderer- 
seits ist der Winkel, den der an der festen Spirale reflectirte Strahl 
Omi mit der Normale bildet, ebenfalls jenem gleich. Es fallt daher 
der Radius O'mi in die Verlängerung des reflectirten Strahles und 
ist diesem gleich. Wir haben aber oben die so entstehende Curve, 
die der Endpunkt 0' des nach rückwärts aufgetragenen reflectirten 
Strahls beschreibt, Antikaustika genannt, und sehen somit, dass hier 
die Cycloidalis in die Antikaustika fällt. 
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Anhang. 



1) Wir haben im Vorangehenden ein System von Curven 
betrachtet, die nach gewissen Gesetzen ans der einen vor- 
gelegten Spirale entstehen und die alle unter einander con- 
gruent sind, denn ihre Gleichungen haben alle, wenn sie auf 
die entsprechenden Achsen bezogen werden, dieselbe Constante, 
sowol die. welche die Grösse bestimmt, a, als auch die. welche 
die Gestalt bestimmt, m. 

2) Die betrachteten Spiralen werden durch die Gleichungen 
r = ae m * =ae m ^ 

= ae m, ^" a,) 
= ae m, ^"" ffi ' 

_ a e m y — aa\ 



-T 






r = ame m i 77 






r = -*- e m '■ -J- : h 

Ul 






a • T 
,.- _ * P m ..i- - - - : 






1 1 -i- m 2 




jix_ 2am P m(v ,T -: 






»1-j-ur 




•> a t - T 
»l-i-ni s 






r n = cosi t i- r y-M-rnr&e m * TI ~ 




r ra = 2 a e m » 






ni 






T *a = u + m s a e m t™ -r a«tg - -\ 





= ae m 'V IV — «■ 
= a e™ ^ v ~ "^ 

= ae 1 »^-«*' 
= ae m ^ —<n) 

= ae B fr M "" fil 

bezogen auf die Achse x. dargestellt. Die in ihr liegenden Radien, 
die den Winkeln 

9 .= 9 -- = z = v = ^ = 9 ^ = v ^ = v ™ = 9 vnl = 
entsprechen, sind ihrer Grosse nach deich. 

n» = a = a 

r»=affle*" m ö 

r. =i^ r 

m - 
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r„ = — : e ,n ^2 '^ == ae" 



a 

11 + m 2 



Iv 2 a m . 

iv v = -=^ e ] 



11 + m 2 

2 



= ae 



2a • m r— _,a 

e m * 9 '> = ae 



Vl + m 2 

cos (ß + 7 ) \ l"+ ~m 2 ae- 1 ^^^ = a e~ m flB 
2 a = ae" 111 « 7 



r„vni = V4 + m 2 a e m arc * 2 = a e~ m m 

Dies sind die Constanten der Gleichungen der Spiralen, 
wenn dieselben auf Ox bezogen werden. Bezeichnen wir die Con- 
stanten mit Ci, C2, C.3...C8, allgemein mit G, welches einen dieser 
Werte bedeuten soll, so sind die Gleichungen der Punkte, die dem- 
selben (p entsprechen, von der Form 

r = G e m ^ 

Die Spiralen selbst erscheinen also zunächst als ähnliche, da die 
Constante, die die Massverhältnisse bestimmt, für die einzelnen Curven 
verschieden ist. 

Die Längen der Bögen aller Spiralen von bis zu den Punkten, 
die in einem von gezogenen Strahl liegen, sind 



m 

3) Bezieht man die Gleichung jeder der Spiralen auf deren x\chse, 
d. h. auf eine Gerade , von der aus die Winkel gezählt werden , die 
also mit der ursprünglichen Achse x beziehungsweise den Winkel 
«1, aa, a:j... bildet, um den jedesmal die von Ox aus gezählten 
Winkel 99',^,^... vermindert erscheinen, und bezeichnet diese Dif- 
ferenzen mit <p'\ x, v'- M---1 die dann Winkel bedeuten, welche von 
den neuen Achsen Ox, Ox", Ox"',... aus gezählt werden, so sind die 
Gleichungen der Curven, bezogen auf diese Achsen, 



r 


= a e ul v 


r' 


= a e m v 


r" 


= ae m * 


r'" 


= ae m, ' ; 


r iv 


= ae ffl <° 


r v 


= a e m 0)l 


r vi 


= ae mö)2 


r vn 


a e m ( ° :i 


r vm 


= ae mft)4 
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Die Radien, die den Winkeln <p = <p" = x' = . . . = on = ent- 
sprechen, sind 

r = r' = r" = . . . = r vnl = a^ 

Die Constante, die die Grösse bestimmt, ist in allen Gleicliuugen 
dieselbe; die Curven sind also an Gestalt. und Grösse gleich 
und unterscheiden sich nur durch die Lage. 

4) Die Punkte A, A', A', ... jeder einzelnen Spirale, die den 
Coordinaten a. entsprechen, liegen auf. der Peripherie eines Kreises 
vom Radius a um den Punkt herum. 

Der Kreis schneidet von allen den Spiralen gleiche Stücke ab; 
die Länge dieser Bögen ist 

}T+ n? a 

a — = 

m cos y 

Diese Curvenstücke bilden demnach gleichschenklige Dreiecke, 
deren Grundlinien die Kreisbögen zwischen je zwei dieser Spiralen 
sind. Die Kreisbögen bestimmen die Grösse des Winkels an der 
Spitze eines solchen Dreieckes, der eben der Winkel ist, den zwei 
von diesen Spiralen, oder den die Achsen, die den Bogen abschneiden, 
mit einander bilden. 

5) Die Winkel nun, die von jeder der betrachteten Spirale mit 
der vorgelegten im Punkte 0, wo sie sich alle zum ersten und ein- 
zigen Male treffen, gebildet werden, sind folgende: der Winkel zwi- 
schen der vorgelegten und der 

tt. i A jt logm 

Evolute a\ = — - — 

2 m 

Evolvente 02 = — m 

t-. i i. , log 1 1 i -J- m 2 TT 

I usspunktcurve m = arc cotg 111 + ~~ . 

Kaustika «4 = arc cotg m log -__ - 

m * Vi + nr 

l o 

Antikaustika a-> = arc cotg m log 



m Vi + m 2 * 

Diakaustika m = ß log [cos (ß -+- y) H + »r| + fc) 

m & 

m =ß'- ~ log Leos (ß + y) 1 i +~ w 2 ] + 3 y 
m & 

Perikaustika ai — log 2 

m 

Antevolute as = — (arc tg — -) log 14 + m 2 ) 

£ 111 

Die Betrachtung der Grössen a zeigt eine gewisse Beziehung 
unter diesen, in Folge dessen auch eine Wechselbeziehung der Curven. 
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i 

aj Aus «2 = — ai folgt, wie von selbst verständlich, dass die 
vorgelegte Spirale die Evolute ihrer Evolvente und die Evolvente 
ihrer Evolute ist. 

b) Aus a\ = 04' — ar» folgt, dass die Kaustika die Evolute der 
Antikaustika ist; denn «5 ist an und für sich immer negativ, (a4 — ah) 
daher der ganze Winkel zwischen Kaustika und Antikaustika; die 
erstere liegt gegen die letztere in der Richtung der wachsenden 
Winkel, also wie die Evolute gegen die Vorgelegte. 

c) Aus der Relafhui a% = a* — a\ folgt, dass die Kaustika die 
Antikaustika der Evolute äer Vorgelegten ist. 

d) Die Beziehung .«4 = an — «2 zeigt, dass die Antikaustika die 
Kaustika der Evolvente der Vorgelegten ist. 

e) Es ergibt sich ferner a.3 = 05 — m , beide Winkel as wie m 
sind negativ, daher (ca — «7) die Differenz der beiden Winkel, oder 
der Winkel zwischen Antikaustika und Perikaustika. Nun ist a* 
numerisch immer grösser als m , es liegt die erstere gegen die letztere 
in der Richtung der abnehmenden Winkel, es ist demnach die Anti- 
kaustika die Fusspunktcurve der Perikaustika. 

f ) Aus cn = an — a* folgt, dass die Antikaustika die Perikaustika 
der Fusspunktcurve ist. 

6) Wie der mit dem Radius a um beschriebene Kreis, so 
schneidet auch jeder andere Kreis, dessen Mittelpunkt ist, auf allen 
Spiralen des Systems gleiche Curvenstücke ab. 

7) Die an alle spiralischen Punkte, welche in einer durch ge- 
zogenen Geraden liegen, die also alle einem Winkel bezogen auf x 
entsprechen, gelegten Tangenten sind einander parallel und sind den 
Radien dieser Punkte, proportional. 

8) Sind in den Gleichungen der Spiralen, bezogen auf eine Achse 
x, die Winkel cp, <//, #, ip, <p iy , . . . cp vm von solchem Werte, dass in 
jeder derselben der Factor von m im Exponenten gleich cp ist, so dass 
nämlich 

(p = (p oder g, = tp 



9 ~ Y 




= <p 




<P 


1 n 






= <f' 




X 


n 


v + y — y 

cp™ — y 




= cp 




cp™ 


n 
= <p - - 2 - + y 


V 1 n 

<r + y ~ ? 




= <p 




cp* 
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<p"-l—ß 




= 7 




cp yi 


= <P+} + ß 


cp™ 




= <P 




cp™ 


= Cp 


</> vm -f- arc tg 


m 
2 


= cpj 


oder 


cp™ 1 


, m 
= cp — arc tg — 
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so gehören diesen Winkeln Punkte der Curven an, die dem einen 
Punkt der Vorgelegten mit den Coordinaten r und <p entsprechen. 
, Ihre Radienvectoren sind 

r = r r'" = r VI = r cos' (ß + y) l'l~+m 2 

Vi + m 2 

r =rm r IV =2r-=^, r VII = 2r 

Vi + m 2 

jT=— r v = 2r --— r^ II =rV4 + m 2 

m Vl + m 2 

Fig. i4. Die Punkte der Curven sind in folgender Weise in Bezug auf 
einander angeordnet: 

Die Punkte 0, k der Kaustika, m' der Perikaustika, k' der Anti- 
kaustika bilden die Ecken eines Rechteckes, dessen Diagonalen sich 
im Punkte m der vorgelegten Spirale schneiden. 

Die eine Seite desselben ist der Radiusvector des Punktes der 
Kaustika, Ok = r nr ; er bildet mit dem Radius von m nach Con- 
struction den Winkel (p lY — <p = y. 

Die zweite Seite ist der Radiusvector des Punktes der Anti- 
kaustika, k' = r v ; dieser bildet mit dem Radius von m den Winkel 
tp — (p Y = 90 — y. Es ist demnach k _[_ k\ 

Die diesen Seiten parallelen Seiten sind die Verbindungslinien 
km' und k' m'. 

Da nun der Winkel m' k' = m' k = y und m' ein Radius- 
vector ist, den m'k' unter diesem Winkel schneidet, so ist m'k' die 
Tangente an den Punkt m' der Perikaustika. Die Strecke k in steht 
auf ihr senkrecht, folglich ist sie die Normale im Punkte m' der 
Perikaustika. 

Die Diagonale kk' bildet mit dem Radius r IV den Winkel y, sie 
ist daher die Tangente im Punkte k der Kaustika. Sie ist zugleich, 
da sie mit dem Radius r v = k' den Winkel 90 — y bildet, die 
Normale im Punkte k' der Antikaustika. 

Ihrer Grösse nach sind die Seiten des Rechteckes 

Ok = r^4^ und Ok' v 2r 



Vi + m 2 Vi + m 2 

oder es ist r IV = r v m 

Es wird demnach die Seite k die längere oder die kürzere 
Seite des Rechteckes sein, je nachdem m grösser oder kleiner als 
Eins ist. Es ist für jene Spiralen, bei denen m>>l oder y<;45°, 
die Seite r IV >r v , und für jene Spiralen, bei denen m<l oder 
y>45°, die Seite r IV <r v . 

Bei der Spirale, für welche m = 1 , y — 45° (Fig. 15) ist r lv = r v , d.h. 
das Rechteck k m' k' ist hier ein Quadrat. 

Werden die Halbirungspunkte je zweier parallelen Seiten ver- 
bunden, so ist zunächst die zu r IV parallele oder die r v im Punkte 
p halbirende Gerade m t die Tangente im Punkte m der Vorgelegten, 
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und zugleich die Normale des Punktes t der Evolvente. Der Punkt 
p gehört der Fussptmktcurve an. Es ist 



ferner 



r v «IV 

~~ 2 ~~ 2 m 



daher 



1 11 + m 2 

m t = r = r ! 

cos y m 

in 



v .,:•-< in 
111 p = r cos y = r --- 2 



1 

p t ±^ r - --_ 

m l'l + m : 



2 



Ist also m>>l oder .y << 45°, so ist mp;>pt, 

ist m <C 1 oder y > 45°, so ist mp<pt 

Ist m =- 1 , so ist m p = p t, das Dreieck m t ist nicht nur recht- 
winklig, sondern auch gleichschenklig, es ist Ot=-r'=r; daher eben 
auch derJWinkel a* = — m = — 90°. In diesem Falle ist in t - r lv = 
rV = r V 2i 

Die im Mittelpunkte des Rechteckes, m, auf mt senkrecht 
stehende Gerade n n ist die Normale im Punkte m der Vorgelegten ; 

ihre Länge m n = - — = r Vi -f m 2 . Sie ist länger oder kürzer, je 

nachdem die auf ihr senkrechte Gerade in t kürzer oder länger ist. 

Und zwar 

ist m >> 1 oder y << 45°, so ist m n >mt, 

ist m <; 1 oder y > 45°, so ist m n <C m t. 

In ihr liegt der Punkt n der Evolute und si6 ist für diese die 
Tangente. In ihrer Verlängerung über m und in derselben Ent- 
fernung hievon liegt der Punkt n der Antevolute. 

In der Verbindungslinie nt der Punkte der Evolute und der 
Evolvente liegt der Punkt des Rechteckes ; die Diagonale desselben, 
m', steht auf ihr senkrecht. 

Die Gerade t n' ist ihr gleich und enthält den Punkt k' der Anti- 
kaustika und bildet mit dem Radius r v den Winkel y, sie ist mithin 
die Tangente im Punkte k' der Antikaustika. 

Das Dreieck n t n' ist ein gleichschenkliges mit den Schenkeln 
nt und n't. 

Ist m = 1 , so ist der Winkel n t n', der im Allgemeinen 2 (90 — y) 
ein Rechter. 

9) Es wird also jedes Rechteck Okm'k' im Allgemeinen zu 
irgend einer logarithmischen Spirale in der Weise ge- 
hören, dass die eine Ecke der Anfangspunkt derselben 
ist, dass ferner die Diagonalen sich in einem Curvenpunkt schneiden. 
Der Winkel, den die durch gehende Diagonale mit der- 
jenigen Seite, die gegen die erstere in der Richtung der wachsen- 
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den Winkel gelegen ist, bildet, bestimmt die Gestalt der Spirale, 
indem er es ist, unter welchem die Curve die Radien schneidet. 
Dieae Seite endet im entsprechenden Punkt k der Kaustika, diese 
Diagonale im zugehörigen Punkte m' der Perikaustika. Die dieser 
Seite gegenüberliegende schneidet die zweite Diagonale im zuge- 
hörigen Punkte k' der Antikaustika. 

Zieht man durch den Mittelpunkt m zu * den Seiten parallele 
Gerade, errichtet man ferner im Punkte auf dfe durch gehende 
Diagonale des Rechteckes eine Senkrecnte, so schneidet diese letztere 
jene beiden Geraden in Punkten n und t der Evolute und Evolvente. 
Und zwar liegt der Punkt n auf derjenigen Geraden, welche die 
Seite halbirt, welche den Punkt k der Kaustika enthält, und auf 
derselben Seite vom Mittelpunkt aus, wie jener. Damit ist auch die 
Lage von t bestimmt. Auf derselben Geraden wie n liegt, ebenso 
weit von m wie jener, der Punkt n der Ante toi ute. 

Zieht man dann die Geraden t n', femer' n m' und n k und bringt 
diese letzteren zum Durchschnitt, so erscheint das ursprüngliche 
Rechteck eingeschlossen von eiuem Rhombus, dessen Seiten durch 
die Ecken des ersteren, und dessen Diagonalen die die Seiten des 
Rechteckes halbirenden Geraden sind. Die Winkel des Rhombus 
sind 2 (90 — y) und 2 y. 

Ist in einem speciellen Falle jenes Rechteck ein Quadrat (:n =- 1), so 
wird auch der Rhombus ein Quadrat. 

10) Bei einer bestimmten Spirale wird die ganze Figur, 
wie auch in ihren Teilen, längs des ganzen Verlaufes der 
Curve sich selbst immer ähnlich bleiben, während sie sich um 
herumdreht. In jeder möglichen Grösse wird sie in irgend 
einer gewissen Lage einem Curvenpunkt angehören. 

Andererseits werden die unendlich vielen einander ähn- 
lichen Rechtecke in einer und derselben Lage, in Bezug 
auf eine feste, durch gehende Achse, ebensovielen Spiralen 
angehören, die alle dieselbe Gestalt haben, aber von verschie- 
dener Grösse erscheinen, da demselben Werte von <p unendlich 
viele Werte von r entsprechen. 

11) Es wird demnach die Spirale durch das Rechteck auch 
ihrer Grösse nach, also vollständig bestimmt sein, wenn die 
Lage desselben gegen die feste Achse der Spirale, also der Winkel 
zwischen Diagonale und Achse gegeben ist. Dies ist der 
Winkel <p, und die halbe Diagonale ist der zugehörige Wert von r. 

Dann ist auch das ganze System von Spiralen, die an dieser 
entstehen, und welche wir betrachtet haben, bestimmt, abgesehen 
von der Diakaustika, bei der noch der Brechungsexponent bestimmend 
hinzutritt. 

Lässt man die Diagonale des Rechteckes in die feste Achse x 
fallen, so ist die Länge der halben Diagonale der Parameter a der 
Gleichung. 

Entspricht das Rechteck in einer bestimmten Lage einem System von 
Spiralen, denen der bestimmte Wert m zugehört, so wird es, in der Weise 
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umgeklappt, dass die Ecke und die durch dieselbe gehende Diagonale 
nicht aus ihrer Lage heraustreten, einem System von Spiralen entsprechen, 

denen der Wert — zugehört, 
m 

12) Wir haben gesehen, dass zwei ähnliche Rechtecke in ver- 
schiedenen Lagen, .ein und demselben System von Spiralen, 
dass aber andererseits dieselben zwei Rechtecke in derselben 
Lage zwei verschiedenen aber einander ganz ähnlichen Systemen 
von Spiralen entsprechen. E& tfind demnach diese zwei Systeme 
nicht nur ähnlich, sondern vollkommen congruent und nur durch 
die Lage verschieden, indem das eine aus dem anderen heraus- 
gedreht ist. Dasselbe gilt von allen den Systemen, die durch alle 
einander ähnlichen Rechtecke bestimmt sind, folglich sind alle ähn- 
lichen Spiralen, d, h. solche, die alle Radien unter ein und dem- 
selben Winkel y schneiden, einander congruent. Sie können alle 
durch gewisse Drehung um ihren Anfangspunkt zur vollstän- 
digen Deckung gebracht werden. 

Es gibt demnach unter den logarithmischen Spiralen keine blosse 
Aehnlichkeit, sondern nur Congruenz, d. h. sobald logarithmische 
Spiralen ähnlich sind, sind sie auch congruent. 

13) Die Gleichung r = a e m ? ; stellt für einen gewissen Wert von m 
und für unendlich viele reelle positive Werte des Parameters a in 
Bezug auf eine Achse unendlich viele einander ähnliche Spiralen dar, 
die aber alle immer nur die eine unveränderte und ewig einander 
gleiche sind. 

Ist der Wert des Parameters für eine bestimmte Spirale a' = a, 
so ist für einen Punkt derselben r = a e m( P, worin <p von der Ge- 
raden als Achse aus gezählt wird, in der r = a ist. 

Ist für einen Punkt irgend einer andern der ersten ähnlichen 
Spirale der Winkel y> = <p + u un( i r = A r, wo u positiv und 
negativ sein kann, und A eine beliebige positive ganze oder ge- 
brochene Zahl bedeutet, so ist für ihn, bezogen auf dieselbe Achse, 
wie der erste Punkt, 

r' = a A e m (^ — *) 

oder 

l 
r > _ a e m W — (u — — log A)] 

Hier erscheint der Winkel <p\ der von derselben Achse aus gezählt 
wird, wie cp, um eine constante Grösse vermindert. Wir können dem- 
nach für ihn einen Winkel substituiren, der von einer andern Achse 
aus gezählt wird, von einer Geraden aus, die mit der früheren eben 
den Winkel bildet, der den Winkel cp immer in allen seinen Werten 
vermindert. Die Grösse, die den Winkel cp vermindert, ist eine 
Bogenlänge, die einem gewissen Radius entspricht. Der Radius des 
Punktes, der cp = entspricht, ist a, der Radius desjenigen Punktes, 
der einem Winkel <p\ von derselben Achse aus gezählt, entspricht, 
welcher gleich ist jener ihn vermindernden Grösse, die wir mit a be- 
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zeichnen wollen, so dass dann der für ihn substituirte Winkel cp = 
(f — a = ebenfalls Null wird, ist wiederum a und liegt in der 
neuen Achse, von der aus der Winkel cp' gezählt wird. Der Kreis- 
bogen nun, der zwischen diesen beiden Achsen liegt und dem Radius 
a angehört, ist das Mass der Drehung;. tfie die neue Achse aus der 
Lage der alten erfahren, er ist * . - f '' 

a = u log A 

Besteht nun zwischen den Winkel» <p und cp' zweier Punkte auf 
zwei Spiralen die Beziehung cp = cp — a = q. <", cp und cp von ihren 
Achsen aus gezählt, die unter a° gegen einander geneigt sind, so ist 
auch immer r = r', es ist mithin jede der beiden Spiralen in Bezug 
auf ihre Achse genau dieselbe wie die andere. 

Es wird daher jedesmal irgend ein Pnnkt in der Ebene, der in 
gewisser Beziehung zu einem Punkte einer logarithmischen Spirale 
steht, und diese Beziehung, wie mannigfach sie auch sonst sein mag, 
einmal angenommen, constant beibehält, während der Punkt der Spirale 
dieselbe durchläuft, eine Spirale beschreiben, die der ersten vollkommen 
gleich, denselben Ursprung hat, aber mit dieser in einem Winkel 
zusammenläuft, der abhängig ist von der constanten Beziehung, in 
der ein Punkt der einen Spirale zu einem der andern, oder in der 
ihre Polarcoordinaten während des ganzen Verlaufes derselben stehen. 

Darum mussten jene im Vorstehenden behandelten, an einer vor- 
gelegten Spirale entstehenden Curven sich immer wieder als dieselben 
Spiralen ergeben. 

Daher sind aber auch nach dem obigen die Arten der Wieder- 
erzeugung der logarithmischen Spirale mit den behandelten nicht er- 
schöpft, sondern sie erzeugt sich auf unendlich viele Arten immer 
wieder selbst. 

14) Dass nun aber anderseits gerade die betrachteten neun 
Curven die erforderliche Bedingung erfüllen, ist in der charak- 
teristischen Eigenschaft der logarithraischen Spirale begründet 
und eine Folge dieser allein. 

Dass das Dreieck Omn, das die Beziehung des Punktes der 
Evolute zu dem der Vorgelegten ausmacht, in allen Lagen des Curven- 
punktes sich selbst ähnlich bleibt, dass dies ebenso bei den andern sich 
ergibt, dass also die Beziehungen selbst immer ähnlich bleiben, d. b. 
dass für den Ort der Krümmungsmittelpunkte, für den Ort der Schnitt- 
punkte der von kommenden und an der Spirale reflectirten Strahlen, 
für den Ort der Schnittpunkte der an ihr gebrochenen Strahlen u. s. w. 
immer irgend ein cp = cp + u und ein r'^Ar ist, wo u und A wol 
für jede der Curven eine andere, aber für eine jede Curve in ihrem 
Verlauf eine constante Grösse bedeutet, das alles beruht einzig und 
allein darauf, dass der Winkel y, den die Tangente der vorge- 
legten Curve mit dem Radius bildet, längs der ganzen Curve con- 
stant ist. 

Da aber nur unter dieser Bedingung die vorgelegte Curve eben 
eine logarithmische Spirale ist, so kommt es auch nur dieser zu, dass 
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ihre Evolute, ihre Evolvente, ihre Fusspunktcurve, ihre Kaustika, 
Antikaustika, Perikaustika, Diakaustika, Antevolute und Cycloidalis 
immer nur sie selbst ist. 

Und darum kann auch' nur bei der logarithmischen Spirale sogar 
der Fall eintreten» dass siejgßpz und gar unverändert, d. h. auch in 
ihrer ursprünglichen Lag^V wenigstens für das Auge, das ja eine 
vollendete Drehung um 360° oder ein Vielfaches hievon nicht als 
Aenderung der Lage empfinden kann und die Spirale durch ihre un- 
endlich vielen Windungen bis zu ihrem Eintreffen in zu verfolgen 
ausser Stande ist, sich selbst Evolute, Evolvente u. s.w. ist. 



Bernoulli gefüllt diese seine „wunderbare Spirale" ihrer 
einzig dastehenden' und bewunderungswürdigen Eigentümlichkeiten 
wegen so ausnehmend, dass er ihrer Betrachtung nicht satt werden k^nu. 
Er hält sie zur symbolischen Darstellung verschiedener Dinge für 
geeignet. Wie ein Geschlecht, das bei allen Zutaten doch immer 
den Ahnen ähnlich bleibt, so erzeugt sie sich immer wieder selbst, 
die „simillima Filia Matri." Er glaubt in ihr ein Bild der ewigen 
Zeugung des Sohnes zu haben, der das Bild des Vaters, und von 
diesem wie Licht vom Lichte ausströmend, mit ihm gleichen Wesens 
ist; sie ist ihm ein Bild der Kraft und Zähigkeit widrigen Verhält- 
nissen gegenüber, denn sie bleibt selbst in der Veränderung stets 
unabänderlich sich ähnlich ; endlich versinnbildlicht sie ihm, wie unser 
Fleisch nach mannigfachen Wechselungen und selbst nach dem Tode 
ungeändert wieder erstehen muss. Auf sein Grabmal möchte er diese 
Spirale setzen lassen mit der Beischrift: „Eadem numero mutata 
resurget." (Bern. op. Nro. 49. p. 501). 
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